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A las maestras y maestros:

La evaluacién es un proceso necesario para identificar los aprendizajes que las
alumnas y los alumnos han adquirido satisfactoriamente y aquellos que
deberan ser reforzados.

Afio con afio, la Secretaria de Educacidn Publica aplica la prueba ENLACE a
todas las primarias y secundarias del pais, para tener informacién sobre el
desempeno escolar de los alumnos.

En este contexto, Desarrollo de habilidades matemadticas. Cuadernillo de apoyo 2012. Segundo grado
de secundaria es un material que tiene como propésito ofrecerles una herramienta de apoyo que les
permita guiar a sus alumnos en la preparacion para la prueba ENLACE 2012, a través de una serie de
actividades elaboradas con base en el programa de estudio de matematicas para fortalecer los temas
clave determinados a partir de los resultados de la prueba ENLACE 2011.

Los invitamos a que aprovechen este recurso y que apoyen a sus alumnos en el uso del mismo, de modo
gue les pueda servir como una herramienta de fortalecimiento y mejora. Para ello, les sugerimos atender
las Orientaciones metodoldgicas que se encuentran en este cuadernillo.

Estamos seguros de que con su compromiso y colaboracién continuaremos trabajando para hacer de
Guanajuato un estado de acciones encaminadas a mejorar la calidad de la educacion.

A las alumnas y alumnos:

La evaluacion es un elemento necesario en tu proceso de aprendizaje, ya que
mediante ella te es posible detectar cudles son los temas y contenidos que
dominas y aquellos que necesitas fortalecer.

La prueba ENLACE, que afio con afo se aplica a todas las primarias y
secundarias del pais, tiene la finalidad de evaluar tus conocimientos en el drea
de espafiol, matemadticas y una tercera asignatura, y ofrecerte un diagnéstico
individual sobre los conocimientos y habilidades en los temas evaluados.

Durante este ciclo escolar, la Secretaria de Educacidon de Guanajuato pone a tu disposicién el material
Desarrollo de habilidades matemadticas. Cuadernillo de apoyo 2012. Segundo grado de secundaria, el
cual fue elaborado con el propdsito de servirte como una herramienta de preparacién para la prueba
Enlace 2012. Este cuadernillo contiene una serie de actividades elaboradas con base en el programa de
estudio de matematicas para fortalecer los temas clave determinados a partir de los resultados de la
prueba ENLACE 2011.

Es importante que para realizar el trabajo que te propone este cuadernillo, te apoyes en tu maestro de la
asignatura de matematicas, ya que él te podra orientar en el uso del mismo.

Recuerda que la evaluacién es un complemento de tu aprendizaje, por lo que te invitamos a considerar
este proceso como una oportunidad para analizar tu desempefio escolar.



¢COmo esta organizado el cuadernillo de apoyo?

El cuadernillo estd disefiado por temas. Cada leccidn iniciara con la siguiente informacion:

Tema del que tratard la leccion. ———j

Bloque del programa de estudio
que incluye el tema a revisar.

Aprendizaje que el alumno debe
adquirir en ese bloque, eje tematico
y tema, de acuerdo al programa de

TEMA 5. CORTES EN ESFERAS Y CONOS

estudio.

Eje tematico al que corresponde
la leccién, de acuerdo al ~ ——p
programa de estudio.

Tema general al que correspondel

la leccién, de acuerdo al
programa de estudio.

Blogue V
Eje tematico: Forma, espacio y medida

Tema: Formas geométricas

Subtema: Cuerpos geométricos

Resultado general de aprendizaje: Anticipa cdmo cambia el volumen de esferas,
cilindros y conos al aumentar o disminuir alguna de sus dimensiones.

Subtema especifico al que
corresponde la leccién, de
acuerdo al programa de estudio.

Resultado especifico de aprendizaje:

Determina la variacion que se da en el radio de los diversos circulos que se
obtienen al hacer cortes paralelos en una esfera o cono recto.

aa

| Aprendizaje especifico que se
desea lograr en la leccion.

!

Presenta una

imagen alusiva al
tema.

Cada tema incluye cuatro secciones que se describen a continuacién:

Introduccion

Desarrollo o

Cierre

Evaluacion

Consiste en el planteamiento general del tema que se va a
trabajar. Esta seccién incluye una situacion cotidiana que permite
retomar los conocimientos previos sobre el tema.

Constituye la parte mas amplia del tema, ya que contiene la
presentacion de contenidos y actividades que permiten
fortalecer los aprendizajes que seran evaluados.

Incluye una breve descripcion de los contenidos retomados en la
leccién. También contiene sitios de interés que se pueden
consultar para ampliar los conocimientos sobre el tema.

En esta seccidn se deberd resolver una evaluacidon sobre los
contenidos retomados en la leccion. Es importante que se utilice
la Hoja de respuestas que se encuentra en la parte posterior del
cuadernillo, ya que es necesario practicar el llenado de los
circulos que presenta la prueba tipo ENLACE.



Orientaciones metodologicas

Este cuadernillo ha sido disefiado con la finalidad de que los alumnos procesen la informacién vy
desarrollen las actividades y evaluaciones contenidas en cada uno de los temas, de manera individual,
empleando tiempo extra clase. Sin embargo, sera de gran apoyo las orientaciones y retroalimentaciones
que puedan obtener de la maestra o maestro que les imparte la asignatura de matematicas.

En este sentido, se solicita a las maestras y los maestros que atiendan a las siguientes orientaciones
metodoldgicas, para apoyar muy comprometidamente a sus alumnos, de modo que este recurso
didactico les pueda servir como una herramienta de fortalecimiento y mejora.

R/
0‘0

7
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En un primer momento, acompaiar a los alumnos en la lectura de la presentacién y organizacién
del cuadernillo. Identificar y comentar con ellos las temas especificos que han sido desarrollados.
Esto se puede hacer de manera grupal en un espacio de clase no mayor a 10 minutos.

Previo al estudio de un tema:

Presentar la situacion planteada en la introduccién. Esto con la intencidn de generar una
activacion cognitiva en los alumnos en relacién con la temdtica a estudiar.

Orientar la atencién de los alumnos sobre los aspectos del tema en los que deberan poner
especial cuidado al momento de procesar la informacidn y realizar las actividades y evaluaciones
plantedas.

Se recomienda que esto se realice al finalizar una clase, en un lapso no mayor a 7 minutos.

Posterior al estudio de un tema:

Retroalimentar el aprendizaje de los alumnos mediante una actividad grupal en la que hagan
una recapitulacion breve sobre el desarrollo de las actividades y las soluciones de la evaluacion.
Esto con la intencidn de socializar el aprendizaje individual de los alumnos y resolver las dudas
que se presenten.

Se recomienda que esto se realice al finalizar una clase, en un lapso no mayor a 12 minutos.

Esperamos que estas orientaciones sean de utilidad para lograr el fortalecimiento de los temas clave que
contiene el cuadernillo y generar la adquisicidn de los aprendizajes esperados en los alumnos.
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TEMA 1. PROPORCIONALIDAD MULTIPLE

Bloque |
Eje tematico: Manejo de la informacién

Tema: Analisis de la informacidn
Subtema: Relaciones de proporcionalidad

Resultado general de aprendizaje: Resuelve problemas de valor faltante
considerando mds de dos conjuntos de cantidades.

Resultado especifico de aprendizaje:

Resuelve problemas de valor faltante que impliquen al menos tres conjuntos de
cantidades, empleando procedimientos de proporcionalidad multiple.

Introduccion:  Para hacer un regalo, Rocié ha comprado una caja de forma cuadrangular, es decir, tiene la
forma de un prisma cuadrangular la cual mide de base 4 centimetros por lado, y tiene una
m altura de 8 centimetros, por tanto su volumen es de 128 centimetros cubicos. Pero la mama de
Rocio necesita una caja mds grande, que tenga de base 12 centimetros por lado y una altura de

24 centimetros, es decir, el triple de las dimensiones de la caja anterior. ¢ Cuanto de volumen
tendra la caja con estas ultimas medidas?

Existen problemas donde intervienen mas de dos relaciones de proporcionalidad, mismas que pueden o no
tener el mismo sentido, es decir, no necesariamente tienen que ser todas de proporcionalidad directa o inversa.
En este tema aprenderas cdmo resolver problemas en los cuales hay dos mas conjuntos de cantidades que se
encuentran en proporcion directa o proporcidn inversa con otra cantidad. A este tipo de problemas se les llama
problemas de proporcionalidad multiple.

Desarrollo: A continuacién te presentamos informacidon necesaria para poder resolver problemas como el

% de la introduccion. Se resolveran algunos ejercicios acerca de diferentes situaciones de la vida
(o)

cotidiana donde es necesaria una solucion de esta naturaleza. Concluiremos con algunos
ejercicios donde tendras la oportunidad de aplicar lo aprendido.

Las proporciones y el volumen

Al calcular el volumen de algunos objetos geométricos estamos en
una de las situaciones en las que surgen problemas de

proporcionalidad multiple.
Altura: 6 cm
Por ejemplo, con el prisma rectangular de la derecha, al hacer Ancho: 4 cm
variaciones en alguna de sus dimensiones, podemos completar la Largo: 8 cm
siguiente tabla:
Largo del prisma Ancho del prisma Altura del prisma Volumen del prisma
(cm) (cm) (cm) (cm’)
8 4 6 192
16 4 6 384
4 4 6 96
4 6 48

Secretaria de Educacion de Guanajuato
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Recuerda

Y

El volumen de un prisma rectangular se calcula multiplicando el largo por el ancho por la altura del prisma,
es decir,

N

V = Largox Ancho x Altura

En la tabla anterior se puede observar que el ancho y la altura del prisma permanecen fijas mientras que el largo
estd variando, por tanto el volumen también esta variando. Observa que si el largo aumenta lo doble el volumen
también aumenta lo doble, si disminuye a la mitad el largo el volumen también disminuye a la mitad, por tanto
se tiene que el largo del prisma y el volumen son dos cantidades directamente proporcionales y, en este caso, la
constante de proporcionalidad es 24 (cociente de el volumen y el largo).

Recuerda

=

Dos conjuntos de cantidades son directamente proporcionales si al aumentar una cantidad la otra también
aumenta en la misma proporcion o si una disminuye, la otra cantidad también disminuye en la misma
proporcion. Dos conjuntos de cantidades son inversamente proporcionales, cuando al aumentar una
cantidad al doble, triple, etc., la otra cantidad correspondiente disminuye a la mitad, triple, etc., o viceversa.

B

Ahora, si variamos la altura del prisma y dejamos fija la medida del ancho y largo, se tiene la siguiente tabla:

Largo del prisma Ancho del prisma Altura del prisma Volumen del prisma
(cm) (cm) (cm) (cm®)
8 4 6 192
8 4 12 384
8 4 18 576
8 4 3 96

Observa que, si la altura del prisma aumenta lo doble el volumen también aumenta lo doble, si aumenta al triple
la altura también el volumen aumenta al triple. Por tanto, en este caso la altura y el volumen del prisma son
también cantidades directamente proporcionales y la constante de proporcionalidad es 32 (cociente de el
volumeny la altura).

Las situaciones de proporcionalidad muiltiple se caracterizan por que dos o mas cantidades se encuentran
relacionadas proporcionalmente con otra cantidad.

En el ejemplo del prisma rectangular vimos que hay proporcionalidad directa entre una medida y el volumen si
dejamos fijas a las otras dos.

Otra situacion que tenemos de proporcionalidad multiple es cuando variamos dos medidas a la vez.
Refiriéndonos al mismo prisma, veamos la siguiente tabla:

Largo del prisma Ancho del prisma Altura del prisma Volumen del prisma
(cm) (cm) (cm) (cm®)
8 4 6 192
16 4 12 768
32 4 18 2304
4 4 3 48

Secretaria de Educacion de Guanajuato
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Observa que el volumen con respecto a las medidas originales del prisma aumenta cuatro veces si el largo y la
altura del prisma aumentan lo doble, que aumenta nueve veces si las respectivas medidas que estamos variando
aumentan lo triple y finalmente que la medida del volumen disminuye cuatro veces si el largo y la altura del
prisma disminuyen a la mitad. Pero, ¢de ddonde se obtiene ese nimero de veces corresponde aumentar o
disminuir al volumen?

En el caso en que el volumen aumenta cuatro veces, se debe a que el largo del prisma aumenté 2 veces su
medida original y también la altura aumento 2 veces, por tanto multiplicamos estos nimeros, es decir 2x2 =4.
Cuando el volumen aumenta nueve veces es por que el largo y la altura del prisma aumentan tres veces, es decir
3x3=9. Cuando el volumen del prisma original disminuye cuatro veces, se debe a que tanto el largo como la
altura del prisma original disminuyen a la mitad de la medida original, asi $x 3 =1.

De la misma forma, si todas las dimensiones del prisma aumentan al triple entonces, el volumen del prisma que
se obtiene es 5184 cm’. El volumen del prisma original aumentd 27 veces (27 x192 =5184), ya que cada
dimensién del prisma original aumenté 3 veces, luego 3x3x3=27.

Si el largo y el ancho del prisma aumentan lo doble y la altura aumenta lo triple, entonces el volumen del nuevo
prisma es 2304 cm?®. El volumen del prisma aumentd 12 veces ya que 2x2x3 =12, asi 12x192 = 2304.

Si el largo del prisma disminuye cuatro veces y el ancho aumenta 3 veces, entonces el volumen del nuevo prisma
es 144 cm®. El niimero de veces que se debe multiplicar el volumen del prisma original es %, ya que disminuir 4
veces y aumentar 3 veces las medidas correspondientes del prisma significa que debemos multiplicar %x3=%.

Por tanto 3x92=144.

En algunas situaciones de proporcionalidad mdultiple, como en la del prisma rectangular, si dos o mas de las
cantidades varian al mismo tiempo, por ejemplo si el largo aumenta m veces y al mismo tiempo la altura
aumenta n veces, pero el ancho del prisma permanece fijo, entonces el volumen del prisma original aumenta
m x n veces. Mas aun, si el ancho del prisma también aumenta p veces, entonces el volumen del prisma

original aumenta mxnx p veces.

Actividad De acuerdo a las medidas del prisma cuadrangular de la derecha responde lo siguiente

a) Silos lados de la base aumenta al triple, éicual es
. o
Vf)Iumen del prisma que se obtlene.. Lado de la base: 2 cm
b) Si uno de los lados de la base del prisma aumenta al Altura: 4 cm
doble y la altura disminuye al triple, écudl es Volumen: 16 cm®
volumen del prisma que se obtiene?

El ejemplo que te mostramos a continuacion corresponde a una situacidn de proporcionalidad multiple en la
que los conjuntos de cantidades involucradas se relacionan en proporcionalidad tanto directa como inversa.

Miguel tiene una semana que entré a trabajar a una empresa de banquetes y para el préximo evento su jefe le
pidio que se hiciera cargo de preparar suficiente agua de frutas para ofrecer a los invitados. Si en su primer
evento Miguel noté que durante 6 horas los invitados de 12 mesas consumieron 144 litros de agua. ¢ Cudntos
litros de agua deberd prepara Miguel si este evento durard 3 horas y se pondrdn 60 mesas para los invitados?

Secretaria de Educacion de Guanajuato
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Para solucionar este problema es util elaborar la siguiente tabla:

H°rase?,:Et‘iura el Nimero de mesas Litros de agua

6 12 144
12 12 288
3 12 72
2 36 144
3 24 144
12 6 144
18 4 144
1 1 2

De la tabla anterior se tiene que para 12 mesas durante 3 horas se necesitan 72 litros de agua, por tanto para 60
mesas 12x5 =60, debemos multiplicar el nimero de litros correspondiente por 5 también, 72x5 =360, lo
que significa que Miguel debera preparar 360 litros de agua para atender a las 60 mesas durante las 3 horas que
dura el evento.

Mas aun, de la tabla anterior se pueden hacer las siguientes observaciones:

a) En los renglones coloreados de azul, si dejamos fijo el nUmero de mesas entonces, el nimero de horas
del evento y la cantidad de agua son directamente proporcionales, la constante de proporcionalidad es
24 (el cociente de los pares de cantidades).

b) En los renglones coloreados de verde, si dejamos fijo el nimero de litros de agua entonces, el nimero
de horas del evento y el nUmero de mesas son cantidades inversamente proporcionales, la constante
de proporcionalidad inversa es 72 (el producto de los pares de cantidades).

c) En el rengldn de color naranja se tiene el valor que corresponde a las unidades, lo cudl quiere decir que
en 1 mesa, durante una hora se consumen 2 litros de agua, por tanto, si queremos calcular la cantidad
de agua para 60 mesas durante 3 horas se debe multiplicar 2x3x60 =360 y obtenemos la misma
solucién.

fCuando se tratan problemas de proporcionalidad multiple puede suceder que, cuando una de las cantidades\
permanece fija las otras dos cantidades son directamente proporcionales o inversamente proporcionales.

Una de las técnicas utiles para resolver problemas de proporcionalidad multiple es encontrar el valor que
corresponde a las unidades. Para ello dejamos fija la primera cantidad y reducimos la segunda hasta la
unidad, modificando los valores de la tercera cantidad en la proporcidn correspondiente. Después hacemos

C} reduccién hasta la unidad de la segunda cantidad. J

Secretaria de Educacion de Guanajuato
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Actividad

Para una excursion, se calcula que se necesitan 20 litros de agua a diario para cada 3 nifios que
participan. Con esta informacidn responde lo siguiente:

a) ¢Cuantos litros de agua se necesitan, si la excursion es durante una semana y participan 120 nifios?

b) Si se deja fijo el nUmero de nifios, ¢Qué tipo de proporcionalidad se tiene entre el nimero de dias y la
cantidad de agua? ¢Cudl es la constante de proporcionalidad correspondiente?

c) Sien laexcursidn participan 60 nifios, ¢ Cuantos litros de agua se necesita para una semana?

Reconsideremos ahora la situacion planteada en la introduccién:

“Para hacer un regalo, Rocié ha comprado una caja de forma cuadrangular, es decir, tiene la forma de un prisma
cuadrangular la cual mide de base 4 centimetros por lado, y tiene una altura de 8 centimetros, por tanto su volumen es
de 128 centimetros cubicos. Pero la mamd de Rocio necesita una caja mds grande, que tenga de base 12 centimetros por
lado y una altura de 24 centimetros, es decir, el triple de las dimensiones de la caja anterior. {Cudnto de volumen tendra
la caja con estas ultimas medidas?”

De acuerdo con lo que hemos visto, debemos calcular el nimero por el que se debe multiplicar el volumen del
prisma original para obtener el volumen del nuevo prisma. Como las dimensiones del prisma aumentaron cada
una al triple y tenemos tres medidas que son, el largo, ancho y altura del prisma, multiplicamos por
3x3x3=27 veces, que es el nUmero que buscamos, por tanto el volumen que tendrd la caja con las nuevas

medidas es 27 x128 = 3456 cm®.

Nota que, si calculamos el volumen del nuevo prisma aplicando la férmula obtenemos que 12 x12 x 24 = 3456,
gue es la misma respuesta, pero resulta mas practico aplicar el procedimiento de proporcionalidad multiple.

Cierre: En este tema te hemos presentamos algunas maneras de resolver problemas de
{ proporcionalidad multiple. Con los ejemplos presentados y actividades desarrolladas pudiste
notar que incluso se presentan problemas en los que se puede tener a la vez una
proporcionalidad directa y otra proporcionalidad inversa. En particular se resolvieron problemas
de calcular el volumen de un prisma rectangular y calcular cdmo varia el volumen cambiando las
dimensiones del prisma.

Recuerda que en este tipo de problemas siempre es de mucha utilidad encontrar el valor que corresponde a las
unidades. Para ello dejamos fija la primera cantidad y reducimos la segunda hasta la unidad, modificando los
valores de la tercera cantidad en la proporcidn correspondiente. Después hacemos la reduccién hasta la unidad
de la segunda cantidad.

Puedes encontrar mas informacion sobre este tema en los enlaces que te proporcionamos a continuacion.

Para saber mas...
http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b01 t08 s

ﬂ% 01 descartes/TS 1 index.html

http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b01 t07 s
01 descartes/TS 1 index.html

Secretaria de Educacion de Guanajuato
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Evaluacion:

respuesta correcta.

Para finalizar el tema te pedimos que resuelvas la siguiente evaluacién.

Indicaciones: En cada uno de los siguientes reactivos, selecciona la opcién que corresponda a la

1. Se tiene un prisma que mide 4 cm de largo, 3 cm de
anchoy 6 cm de alto, por lo que su volumen es 72 cm?®.
Si se tiene otro prisma con el doble del largo, el triple
del ancho y una altura 4 veces mayor, écudl es el
volumen del nuevo prisma en cm??

A) 288
B) 648
C) 1728
D) 1944

2. Se tiene un prisma con un volumen de 160 cm®. Si
tenemos un segundo prisma con la mitad de altura del
anterior pero con un ancho del triple del anterior.
éCudl es el volumen del segundo prisma en cm??

A) 240
B) 320
C) 480
D) 960

3. En el campo 10 tractores consumen durante 6 horas
de trabajo 360 litros de gasolina. Si se descompone 4
tractores y se quiere consumir la misma gasolina,
horas deberan tractores

écudntas operar los

restantes?

A) 6
B) 8
C) 10
D) 12

4. Para construir un muro en una escuela se han
contratado 5 albafiles para su construccién. Si dos
albafiiles construyeron un muro de 12 m? de superficie

en 3 horas y suponiendo que el trabajo es

proporcional, ¢Qué superficie en m? construiran los 5
albafiiles contratados en 4 horas?

A) 16
B) 40
C) 48
D) 60

5. En una fabrica donde se elaboran vestidos, 30
maquinas tejen 2400 metros de tela en 20 dias,
¢Cuantos metros de tela se tejen en 14 dias si se
ocupan 15 maquinas iguales?

A) 400
B) 840
C) 1200
D) 1680

Secretaria de Educacion de Guanajuato
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TEMA 2. PRISMAS Y PIRAMIDES

Bloque Il
Eje tematico: Forma, espacio y medida

Tema: Medida
Subtema: Estimar, medir y calcular

Resultado general de aprendizaje: Estima y calcula el volumen de prismas y
pirdmides rectos.

Resultado especifico de aprendizaje:

Resuelve problemas que impliquen el cdlculo del volumen de prismas rectos o

pirdmides, o cualquiera de sus elementos.

Introduccion:  Durante una clase, la maestra Lupita entregd a cada uno de sus alumnos un trozo de cartulinay
un par de pentagonos de 5 cm de lado y &rea igual a 43 cm®. Enseguida les pidié que cortaran
de la cartulina las 5 caras laterales que hacian falta, de manera que pudieran construir un
prisma pentagonal que tuviera un volumen de 645 cm®. ¢Cudl es la medida de la altura del
prisma que construyeron los alumnos y cuanto mide su drea total?

Si observas la situacién anterior, notaras que se esta hablando del volumen y dreas de un cuerpo geométrico
conocido como prisma. Para responder a las preguntas planteadas es necesario saber un poco sobre cuerpos
geométricos. A continuacién presentamos algunos conceptos importantes relacionados con los cuerpos
geomeétricos conocidos como prismas y piramides.

Desarrollo: Frecuentemente nos encontramos en la vida cotidiana con distintos cuerpos geométricos que

% tienen una forma y caracteristicas bien conocidas y definidas dentro del campo de la geometria.
Asi por ejemplo un dado tiene la forma de un cubo, una lata de refresco tiene la forma de un
cilindro, un ladrillo tiene la forma de un prisma, una casa de campafia tiene la forma de
pirdmide, etc.

A continuacidn haremos un repaso breve sobre cuerpos geométricos y describiremos las caracteristicas de dos

de los grupos de cuerpos geométricos mds importantes, los prismas y las piramides.

Los cuerpos geométricos

Todo lo que percibimos son objetos de tres dimensiones; todos los seres y objetos de la naturaleza y todos los
artefactos elaborados en las distintas culturas, son tridimensionales pues ocupan un lugar en el espacio fisico.

Los cuerpos geométricos son objetos tridimensionales que tienen ciertas particularidades, ciertas formas mas
sencillas, mas elementales, mas regulares; por ejemplo, los que presentan caras externas constituidas por
poligonos o circulos, o los que tienen una forma parcial o totalmente redonda. En este grupo quedan los
objetos que tienen la apariencia de cajas, piramides, prismas, cilindros, conos, esferas, etc.
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Los cuerpos geométricos también suelen ser denominados como sélidos. Esta denominacion es vdlida, Recuerda
aunque no debe sugerir la idea de que tales cuerpos tienen que estar “llenos” interiormente, o tienen que
ser “duros”; una caja de zapatos vacia y cerrada es también un ejemplo de cuerpo geométrico.

Clasificacion de los cuerpos geométricos
Un criterio basico para clasificar los cuerpos geométricos se refiere a la naturaleza de sus caras exteriores. De
esta forma tenemos:

R/

% Los cuerpos redondos o sdlidos de revolucion, cuerpos geométricos formados por la revolucion
completa de una figura plana (llamada generatriz) alrededor de un eje de giro.

=— Eje de giro —= 1=— Eje de giro =

e

Altura

Altura

Radio¢;> Radio |,

Y/

% Los poliedros (poliedro = polus [mucho]+ hedra [cara] = muchas caras) son cuerpos geomeétricos
limitados por un nimero finito de poligonos. Estos poligonos reciben el nombre de caras del poliedro, a

la interseccion de dos caras se le conoce como arista y al punto de interseccion de mds de dos caras
como vértice.

Prismas

Los prismas son poliedros que poseen dos caras congruentes (bases) ubicadas en planos paralelos y con sus
aristas homélogas paralelas, de tal modo que las demas caras (caras laterales) son paralelogramos.

<
Prisma !! Prisma
recto oblicuo
romboides (o rombos). Se denomina altura del prisma a la distancia entre las dos

bases. Un prisma se califica como regular cuando es recto y sus bases son Prisma Prisma
poligonos regulares L~ regular irregular

Cuando las aristas de esas caras laterales son perpendiculares a las bases, se habla
de prismas rectos; en caso contrario, se trata de prismas oblicuos. Las caras
laterales de los prismas rectos son rectangulos; la de los prismas oblicuos,

Los paralelepipedos (paralelepipedo = paralellos [paralelos] + epipedon [plano]) son prismas cuyas

bases son paralelogramos; por consiguiente y como su nombre lo indica, poseen dos pares de :
caras laterales paralelas y congruentes. Las bases pueden ser rombos, romboides o rectangulos. 5
En este ultimo caso (que incluye también el de las bases cuadradas) el paralelepipedo recibe el
nombre de ortoedro (ortoedro = orto [recto] + hedra [cara]), prisma que posee todas sus caras
rectangulares; el ortoedro debe ser pues un paralelepipedo recto, no oblicuo. El cubo viene a ser
un ortoedro regular, pero no es el Unico.

Ortoedro

Piramides

Las piramides son poliedros con una sola base poligonal y caras laterales triangulares, que se unen en un
punto denominado vértice de la piramide. El nimero de lados del poligono de la base (o, lo que es lo mismo, el
numero de caras triangulares laterales) determina el tipo de pirdmide: triangular (llamada tetraedro),
cuadrangular, pentagonal, hexagonal, etc.
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Triangular Cuadrangular Pentagonal Hexagonal

vértice

Una piramide se califica como regular (o recta) si el poligono de la base lo es y los
triangulos laterales son todos isdsceles y congruentes. El tetraedro regular es un caso
particular, ya que los cuatro triangulos son equilateros.

Se denomina altura de la piramide a la distancia entre el vértice y la base, mientras que
la apotema es la altura de cualquiera de los tridngulos isdsceles de las caras laterales.

basica

Superficies de los prismas y piramides

Son diversas las superficies de los cuerpos geométricos, susceptibles de ser medidas.

Por area entendemos la medida de una superficie. Asi, por ejemplo en los prismas y pirdmides, hablamos del
area de las bases, del area lateral y del area total cuando se trata de la suma de las dos anteriores.

En el caso de los prismas y pirdamides cuando hablamos del drea total nos estamos refiriendo al drea de toda su
superficie externa y, para no llenarte de férmulas, diremos simplemente que en cada caso hay que evaluar la
figura en cuestidn, precisar los poligonos que forman las bases, y los poligonos de las caras laterales, tomar en
cuenta los datos que se aportan, y hallar el area de la superficie solicitada empleando las férmulas adecuadas.

Ejemplo 1:
Calcular el area total de un ortoedro de base cuadrada de 8 cm de lado y 20 cm de alto.

Un ortoedro es un prisma recto que tiene como base un rectdngulo o cuadrado, en este caso la
base es un cuadrado de lado 1 =8 cm y sabemos que la altura de los rectangulos laterales es
h =20 cm . Este ortoedro se ilustra en la figura de la derecha.

Para calcular el area total, A, debemos sumar el area de los poligonos que forman las bases,
A,, con el area de los poligonos de las caras laterales, A, esdecir A=A +A.

Las bases estan formadas por 2 cuadrados de lado | =8 cm, por lo que el drea de las bases |-
gueda como

A =Ixl+Ixl=1°+1* = 21> =2(8 cm)” = 2(64 cm” ) =128 cm’

El Grea de un cuadrado se calcula multiplicando lado por lado Recuerda
(]
S
_ _]2 o O
Atuadrado - I XI - I . "S‘

Las caras laterales estan formadas por 4 rectangulos de lado | =8 cm y altura h=20cm, por lo que el drea de las
caras laterales queda como

A =Ixh+Ixh+Ixh+Ixh=4(1xh)=4(8 cmx 20 cm) = 4(160 cm® ) = 640 cm’
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Recuerda

El drea de un rectdngulo se calcula multiplicando su largo por su alto

A’ectangulo = I x h :

Por lo que el area total se obtiene de la suma del drea de las bases y el area de las caras laterales
A =A +A =128 cm* +640 cm’ = 768 cm?
Ejemplo 2:

Calcular el area total de una piramide regular hexagonal cuya base tiene 10 cm de lado y apotema de 8.66 cm,
mientras que los tridngulos laterales tienen una altura de 24.5 cm.

La piramide regular hexagonal tiene como base un hexagono (que es un poligono regular de 6
lados) y, por consiguiente, son seis los triangulos isésceles que conforman sus caras laterales.
Esta pirdmide se ilustra en la figura de la derecha.

Para calcular el area total, A, debemos sumar el area de la base A, con el area de los
poligonos de las caras laterales, A, esdecir A=A +A.

La base estd formadas por un hexagono de lado 1 =10 cm y apotema a=8.66 cm, por lo que el <] ;
area de las bases queda como

_pxa_6lxa 6(10cm)(8.66 cm) 519.6 cm’

=259.8 cm?
A 2 2 2
El drea de un poligono se calcula multiplicando su perimetro por su apotema y dividiendo entre dos Recuerda
pxa
Apoll’gono = T .

Las caras laterales estdn formadas por 6 triangulos isdsceles cuya base b es igual al lado del hexagono, es decir,

b=1=10cm y su alturaes h=24.5cm, por lo que el drea de las caras laterales queda como
A - b><h+b><h+b><h+b><h+b><h +b><h _6 bxh 6 10 cmx24.5cm =6(122.5 cm2)=735 om?
2 2 2 2 2 2 2 2
El drea de un tridngulo se calcula multiplicando su base por su altura y dividiendo entre dos Recuerda
bxh
Ariéngulo = T .

Por lo que el area total se obtiene de la suma del drea de la base y el area de las caras laterales

A =A +A =259.8cm’® +768 cm* =1027.8 cm’

Volumen de cuerpos geométricos

Medir el volumen de un cuerpo geométrico significa asignar un valor al espacio ocupado por el mismo. Como en
el caso de cualquier medicién, esto se consigue comparando ese espacio ocupado con el de una unidad de
volumen.

La unidad de volumen es la de un cubo cuya arista mida 1 unidad (« ) de longitud (puede ser 1 cm, 1
m, etc.). Se dice que este cubo unitario tiene un volumen de 1 unidad cdbica (1 #").
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Si por ejemplo, se desea medir el volumen de un paralelepipedo hay que averiguar cuantos cubos unitarios
contiene; esto se puede conseguir dividiéndolo adecuadamente, como el de la figura siguiente.

Luego, hay que contar ordenadamente el numero de cubos unitarios. Para ello,
procedemos a averiguar cuantos hay en un “piso”, por ejemplo, el de la base, que tiene
nueve filas de tres cubos (o tres filas de nueve cubos), lo que da un total de 27 cubos
unitarios. Ahora, sélo falta contar cudntos “pisos” tiene el paralelepipedo: ocho. Por
consiguiente, el paralelepipedo de la figura contiene 216 cubos unitarios; su volumen es,

pues, 216 U°.

De aqui podemos inferir que si las dimensiones de las aristas del paralelepipedo son a, b y ¢, su volumen
vendra dado por V =axbxc . Como un caso particular, el volumen de un cubo de arista a sera V =a’.

Volumen de prismas

El procedimiento que hemos utilizado para calcular el volumen de un paralelepipedo se : >
puede extender al caso de los prismas, ya que éstos comparten la siguiente propiedad: f T, ‘!!
cualquier plano que corte al cuerpo perpendicularmente a las aristas (en el prisma), da : | T
como interseccion una figura congruente con la base respectiva. Tal como se observa en /— S J7
la figura de la derecha.

Asi, podemos imaginar que el espacio interior de los prismas puede ser generado por la figura de la base
moviéndose en un “ascensor” perpendicular a dicha base a lo largo de la altura, y llenando ese espacio a cada
paso con su propia figura.

De aqui surge la idea de considerar que

El volumen de los prismas es el resultado de multiplicar el drea de la base por su altura del cuerpo. Asi pues, el
volumen viene dado por

V = Area de la base x altura

prisma

Ejemplo 3:

Calcular el volumen de un prisma recto pentagonal de 18 cm de altura, cuyas bases miden 8 cm de lado y tienen
una apotema de 5.5 cm.

El prisma recto pentagonal tiene como base un pentagono (que es un poligono regular de 5
lados) y, por consiguiente, son cinco los rectangulos que conforman sus caras laterales. Este
prisma se ilustra en la figura de la derecha.

h

Para calcular el volumen del prisma debemos multiplicar su altura por el drea de su base sy
mediante la siguiente expresion ! ]“
" pxa 5l xa
Visma = Area de la base xaltura = ——xh = xh
2 2

Si sustituimos I =8 cm, a=5.5cm y h=18 cmen la formula anterior tenemos que el volumen del prisma es

_Slxa 5(8 cm)x(5.5 cm)

prisma =~ 5 x18 cm =110 cm? x18 cm =1980 cm®

\Y
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Volumen de piramides

Para que puedas comprobar ti mismo lo que aqui vamos a establecer en relacidn al volumen de las pirdmides
realiza los que a continuacién se indica.

Actividad 1. Recorta los patrones del prisma pentagonal y la piramide pentagonal que aparecen en el Anexo 2 al
final del cuadernillo. Nota que en ambos cuerpos geométricos el area de la base y la altura son iguales.

2. Para cada uno de los cuerpos geométricos que recortaste, realiza los dobleces de sus caras laterales y
Unelas a través de la pestafia que sobresale en una de las aristas de uno de los extremos (puedes
untar pegamento en la pestafia para unir las caras laterales).

3. Para la pirdmide no unas la base a las caras laterales y para el prisma une solamente una de las bases a las caras
laterales.

4. Llena la piramide de arena o de azucar (o de otro material diminuto) y vaciala dentro del prisma. Repite el paso
anterior dos veces mas (para un total de tres veces).

éQué puedes concluir después de haber realizado el experimento anterior?

Con el experimento anterior debiste notar que el contenido (volumen) de tres pirdmides es equivalente al
contenido (volumen) del prisma. En términos geométricos esto quiere decir que

El volumen de una piramide es la tercera parte del volumen de un prisma que tenga la misma base y la misma
altura de la pirdmide considerada. Es decir,

_ Area de la base xaltura
pirdmide — 3

Ejemplo 4:

Calcular el volumen de una piramide regular hexagonal de 25 cm de altura y cuya base tiene 10 cm de lado y
apotema de 8.6 cm.

La pirdmide regular hexagonal tiene como base un hexagono (como la mostrada en la figura de
la derecha) y, para calcular su volumen, debemos multiplicar el area de su base por su alturay
dividir entre tres, esto lo hacemos mediante la expresion

) pxa h 6lxa h
_ Areade la basexaltura 2 ) 2 )

piramide — 3 3 - 3

_6lxaxh

V Ixaxh

Si sustituimos 1 =10 cm, a=8.66 cm y h =25 cmen la formula anterior tenemos que el volumen del prisma es

V =Ixaxh =10 cmx8.66 cmx 25 cm = 2165 cm?

pirdmide

Actividad Realiza una figura y calcula el area total y el volumen de cada uno de los siguientes cuerpos geométricos:

Prisma regular triangular con una altura de 10 cm y cuya base tiene 6 cm de lado y 5.2 cm de alto.

1

2. Prisma hexagonal con una altura de 10 cm y cuya tienen 6 cm de lado y 5.2 cm de apotema.
3. Piramide recta cuadrangular de 10 cm de alto y cuya base tiene 6 cm de lado.
4

Tetraedro con una altura de 10 cm y cuya base tiene 6 cm de lado y 5.2 cm de alto.
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Ahora reconsideremos la situacion planteada en la introduccion:

Durante una clase, la maestra Lupita entregé a cada uno de sus alumnos un trozo de cartulina y un par de pentdgonos de
5 cm de lado y drea igual a 43 cm’. Enseguida les pidio que cortaran de la cartulina las 5 caras laterales que hacian falta,
de manera que pudieran construir un prisma pentagonal que tuviera un volumen de 645 cm’. éCudl es la medida de la
altura del prisma que construyeron los alumnos y cudnto mide su drea total?

Si analizas la informacién que nos dan, notards que se trata de un prisma pentagonal (como

el de la figura de la derecha) del cual tenemos como datos el drea de la base A__ =43 cm?, T
la longitud del lado de cada uno de los rectdngulos que conforman las caras laterales Altura
I=5cm ysuvolumen v . . =645cm’. Lo que nos piden calcular con estos datos es la altura /;“\ _L
h del prisma y su drea total. Para determinar la altura, la despejamos de la féormula X4

V

wrisma = Area de la base x altura y sustituimos los datos P A

V. ... =Areade labasexaltura= A __ xh

he Virisma 645 cm®
A.. 43cm?

prisma

=15¢cm

Por otra parte, el area total se obtiene de la suma del drea de las bases y el area de las caras laterales A = A + A

y en este caso ya tenemos el valor del drea de una de las bases, que es 43 cm?, pero como son dos las bases
entonces el drea de ambas bases es

A, =2x43cm’ =86 cm?

Las caras laterales estan formadas por 5 rectangulos de lado | =5 cm y altura h=15cm, por lo que el area de las
caras laterales queda

A =Ixh+Ixh+Ixh+Ixh+Ixh=5(Ixh)=5(5cmx15 cm)=5(75 cm’ ) = 375 cm’
Por lo que el area total se obtiene de la suma del area de las bases y el area de las caras laterales

A =A +A =86 cm®+375cm’ =461 cm’

Cierre: En este tema hemos hecho un repaso breve sobre cuerpos geométricos, presentado algunos

7 conceptos importantes y describiendo las caracteristicas de dos de los grupos de cuerpos

o ] geométricos mds importantes, los prismas y las piramides. Notaste las diferencias existentes
entre los prismas y las piramides y aprendiste a calcular tanto su area total, como su volumen a
partir del conocimiento de algunos de sus elementos.

Puedes encontrar mas informacion sobre este tema en los enlaces que te proporcionamos a continuacion.

Para saber mas... http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b02 t03 s

ﬂ]@ 01 descartes/TS 1 index.html
=
L] http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m_ b02 t04 s

01 descartes/TS 2 index.html

http://arquimedes.matem.unam.mx/Vinculos/Secundaria/2 segundo/2 Matematicas/2m b02 t05 sO

1 descartes/index.html
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Evaluacion:

aB Para finalizar el tema te pedimos que resuelvas la siguiente evaluacién.

Indicaciones: En cada uno de los siguientes reactivos, selecciona la opcidn que corresponda a la
respuesta correcta de la situacién planteada.

1. Un artesano desea elaborar velas con forma de
piramide hexagonal que tengan una base de 210 cm®.
éCudntos centimetros de altura debe tener el molde
para hacer las velas, si el artesano debe gastar sélo
3150 cm? de parafina por cada vela?

A) 10.5
B) 15.0
C) 21.0
D) 31.5

2. Laura va a envolver un regalo con una caja que tiene
forma de ortoedro de 25 cm de altura y cuyas bases
son cuadrados de 15 cm de lado. ¢Cudntos cm?” de
papel necesita Laura para envolver su regalo?

A) 850
B) 1950
C) 2750
D) 5625

3. Miguel comprd un jugo en un empaque en forma de
tetraedro y observd que decia que su contenido era
igual a 325 ml (6 325 cm®). Con una regla Miguel midié
las aristas del tetraedro, pero no pudo medir su altura
interior. Si con sus medidas Miguel calculéd que la base
tiene 80 cm’ de &rea, ¢cudl es la altura interior del
tetraedro en centimetros?

A) 4.1
B) 8.0
C)12.2
D) 13.0

4. Francisco hizo una maqueta de una piramide con los
siguientes datos:

v

10 cm

éDe cuantos cm® es el volumen de la maqueta de
francisco?

A) 240
B) 600
C) 720
D) 1800

5. De tarea Julia debe elaborar con cartulina un prisma
como el que se muestra:

17 em

62 cm”

6 cm

iCudntos cm? de cartulina necesitard Julia como
minimo para hacer su tarea?

A) 226
B) 510
C) 572
D) 634
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TEMA 3. SUCESIONES DE NUMEROS ENTEROS

Bloque lll
Eje tematico: Sentido numérico y pensamiento algebraico

Tema: Significado y uso de las literales
Subtema: Patrones y férmulas

Resultado general de aprendizaje: Construye sucesiones de nimeros con signo a
partir de una regla dada y vice versa.

Resultado especifico de aprendizaje:

Determina la regla algebraica que genera una determinada sucesién de nimeros
con signo positivo y/o negativos.

Introducciéon: En una carrera tipo maraton que va de la ciudad de Guanajuato a la ciudad de Ledn los
organizadores tienen la indicacién de colocar puestos para repartir agua a los competidores en
los siguientes numeros de kildbmetros: 3, 10, 17, 24, 31, 38,... iCual es la expresidn algebraica
gue deben seguir los organizadores para colocar puestos de agua para todo el recorrido del
maratén?

En el problema anterior sabemos los niumeros de kildmetros en los que se colocaran puestos para repartir agua

y nos piden encontrar una regla para determinar de manera rapida, por ejemplo, en cual kildmetro se ubicara el
puesto numero 13. A continuacion te mostraremos el procedimiento para desarrollar expresiones algebraicas
gue nos dan la regla para definir los valores de una determinada sucesiéon de nimeros enteros.

Desarrollo: Para entender ciertas sucesiones de numeros enteros, es importante obtener una regla

m}v algebraica, la cual ird generando los nimeros que forman la sucesiéon. A continuacién te

presentamos algunos ejemplos de cdmo construir sucesiones de nimeros con signo a partir de
una regla dada, asi también obtener la regla que genera una sucesion de nimeros con signo.

Para ello, es importante recordar la definicion de sucesion, identificar el patrén que sigue la sucesidon para
generar los términos, los cuales pueden ser nimeros enteros positivos y negativos.

Sucesiones de numeros enteros

Se llama sucesion de numeros a un conjunto de numeros colocados uno a continuacion de otro, a los cuales Recuerda

se les denomina términos de la sucesion. Por ejemplo:
3,6,9,12,... es una sucesion de numeros naturales )

—4,-1,2,... es una sucesion de nimeros enteros.

R

La posicion de los términos de una sucesidn va desde 1,2,3,4,5 hasta n, donde N pertenece al conjunto de
numeros naturales. Por ejemplo, en la sucesidn 3,6,9,12,... al 3 le corresponde n=1, al 6 le corresponde n=2,
al 9 le corresponde n=3 ya que el valor de n nos indica el lugar que corresponde al término de la sucesion.

El término general o regla algebraica en una sucesién, es una expresidon matemadticas que nos permite
determinar el valor de cualquier término de la sucesidn a partir de su posicién. En el caso de la sucesion
3,6,9,13,... la regla algebraica es 3m porque observamos que los valores corresponden a

3x1,3x2,3x3,...,3xn.
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Una técnica para obtener la regla algebraica es

1. Multiplicar la posicién de un elemento que seleccionemos de la sucesién por la diferencia que hay entre
dos términos consecutivos de la sucesion.

2. Elresultado de esta multiplicacion lo restamos al valor del elemento seleccionado de la sucesion.

3. Formar un binomio en el que el primer elemento sea el producto de la diferencia entre términos
consecutivos y n; vy el segundo elemento sea el resultado que obtenemos en el paso anterior.

Recuerda
En dlgebra, un binomio consta unicamente de dos términos, separados por un signo de mds (+) o de ﬁ

o

menos (—) . En otras palabras, es una expresion algebraica formada por la suma de dos monomios.

Vamos a mostrar lo anterior desarrollando algunos ejemplos.

1.- Considera la sucesion:
-4,-1 2,5, 8,...

Observa que la diferencia entre dos términos consecutivos es 3. Por lo que, si seleccionamos, por ejemplo, la
segunda posicién (n=2), tenemos que

1. El producto de la posicidn seleccionada por la diferencia entre dos términos consecutivos es 2x3=6.

2. Elresultado de restar el valor determinado en el paso anterior al valor del elemento seleccionado de la
sucesién (-1)es -1-6=—7.

3. El binomio que formamos con los valores determinados en los pasos anteriores es 3n—7. Que
corresponde a la expresidn algebraica que genera todos los elementos de la sucesién a partir de su

posicion.

Para corroborar lo anterior observa la siguiente tabla

Posicion de los términos Diferencia entre el valor Productode N yla Diferencia entre el producto de
de la sucesion (valores | correspondiente a la posicion diferencia entre la columna anterior y el valor
de N). N y su consecutivo términos consecutivos | correspondiente a la posicion n
n=1 -1-(-4)=3 1x3=3 —4-3=-7
n=2 2-(-1)=3 2x3=6 -1-6=-7
n=3 5-2=3 3x3=9 2-9=—7
n=4 8-5=3 4x3=12 5-15=—7

Notards que con cualquiera de los renglones de la tabla podemos formar el binomio 3n-7, utilizando el
producto de n por el resultado de la segunda columna y sumando el resultado de la cuarta columna.
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La diferencia entre dos términos consecutivos de una sucesion se calcula al restar a un término el término
inmediato anterior. En las sucesiones en las que la diferencia entre dos términos consecutivos es constante,
cada término se obtiene sumando o restando una misma cantidad al término anterior. Es importante indicar
qué numero es el primer término de la sucesidn, de lo contrario se pueden obtener muchas sucesiones
utilizando la misma regla.

La principal ventaja de obtener la regla algebraica de una sucesién es que con ella podemos calcular cualquier
término de la sucesiéon por mas grande que sea su posicidn. Por ejemplo écual es el valor en la sucesion del
término correspondiente a la posicién 114?

Para determinar este valor debemos sustituir la posicidn en nuestro binomio, por lo que

3n-7=3(114)-7=335

Otra pregunta interesante que podemos analizar es équé posicidn ocupa cierto nimero en la sucesién?
Sabemos, por ejemplo, que el numero 8 ocupa posicién 5 en la sucesién, pero para un niumero muy grande
como 434, icomo determinamos la posicion?

Lo que se debe hacer es, al nimero dado restarle el segundo elemento del binomio que conforma la expresién
algebraica de la sucesion y dividir el resultado el entre el coeficiente (nUmero) del primer término del binomio.

En este caso tenemos el binomio 3n—7, por lo que, si queremos saber la posicién del nimero 434, la operacién
gue debemos hacer es
. 434—(-7) 44
3

=147

por tanto, la posicién que ocupa el término 434 en la sucesién es 147.

Nota que un nimero dado formara parte de una sucesion si y sélo si el resultado de buscar su posicion en la
sucesién es un nimero natural (entero positivo). De lo contrario, el nimero no formara parte de la sucesion.

A Un ndmero natural es cualquiera de los nimeros que se usan para contar los elementos de un Recuerda
i conjunto. Reciben ese nombre porque fueron los primeros que utilizé el ser humano para § §
contar objetos. ’

En el ejemplo anterior te hemos presentado una sucesién en la que los términos estan creciendo, el siguiente
ejemplo es una sucesion en la que sucede lo contrario, es decir, los términos estan decreciendo.

2.- Considera la sucesion:
15,6,—-3,-12,...

La diferencia entre dos términos consecutivos es —9. Por lo que, si seleccionamos, por ejemplo, la tercera
posicion (n=3), tenemos que

1. El producto de la posiciéon seleccionada por la diferencia entre dos términos consecutivos es
3x(-9)=-27.
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2. Elresultado de restar el valor determinado en el paso anterior al valor del elemento seleccionado de la
sucesion (-3) es —3—(—27)=-3+27=24.

3. El binomio que formamos con los valores determinados en los pasos anteriores es -9n+24. Que
corresponde a la expresion algebraica que genera todos los elementos de la sucesién a partir de su
posicidn.

Ahora que hemos determinado la expresion algebraica -9n+24, correspondiente la sucesion podemos
responde a preguntas como las siguientes:

¢Cual es el valor en la sucesion del término correspondiente a la posicion 57?

Para determinar este valor debemos sustituir la posicidn en nuestro binomio, por lo que
-9n+24=-9(57)+24 =489

¢Qué posicidn ocupa —768 en la sucesion?

Restando al nimero dado el segundo elemento del binomio -9n+24 vy dividiendo el resultado el entre el
coeficiente (nimero) del primer término del mismo binomio tenemos que

L _-768-24 769
-9 -9

88

Ya hemos presentado un par de ejemplos en los que se determinaros las expresiones algebraicas que
caracterizan una sucesiéon de numeros enteros. Ahora presentamos un ejemplo en el que, a partir de la
expresién algebraica, determinamos los primeros elementos que forman la serie.

3.- Si tenemos la regla algebraica —5n+ 7, ¢Cual es la sucesion que genera? ¢Es una sucesion que va creciendo o
decreciendo?

En principio, podemos obtener importante informacion de la regla algebraica que se da, sabemos que el numero
N se debe multiplicar por la diferencia que hay entre dos términos de la sucesion, es decir se tiene una
diferencia de -5, Para calcular los primeros tres términos de la sucesion en la regla algebraica —5n+7 se
sustituyen n=1, n=2 y n=3 de manera que

5(1)+7=-5+7=2 5(2)+7=-10+7=-3 5(3)+7=-15+7=-8

Si continuamos de la misma forma, veremos que la sucesién que se genera con la expresién algebraica —5n+7
es
2,-3,-8,-13,-18,-23,...

y, como se ve, la sucesion contiene términos que van disminuyendo. (A que se debe esto?

Para las sucesiones en las que la diferencia entre dos términos consecutivos es una constante se tiene que:

a) Sila constante es positiva, entonces los términos van aumentando.
b) Sila constante es negativa, entonces los términos van disminuyendo.
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Actividad Realiza lo que se indica a continuacion.

1. Relaciona las sucesiones del lado izquierdo con su correspondiente regla algebraica del lado derecho,
escribiendo en el paréntesis la letra correspondiente.

Sucesion Regla algebraica
() -11,-6,-1,4,14,19,24,... a) 4n-15
() -13,-8,-3,2,7,12,17,... b) 5n-18
()-7,-3,1,5,9,13,17,21,... c) 4n-11
() -11,-7,-3,,5,9,13,... d) —-4n+10
()6,2,-2-6,-10,-14,-18,... e) 5n-16

2. En la sucesién correspondiente al inciso e) de ejercicio anterior, ¢ Cual es el término de la sucesién en la posicién 117?

3. En qué posicidn se encuentra el nimero 169 dentro de la sucesidn que genera la regla algebraica 4n—11.

Antes de finalizar retomemos el problema de la introduccién para solucionarlo:

En una carrera tipo maratén que va de la ciudad de Guanajuato a la ciudad de Leon los organizadores tienen la
indicacion de colocar puestos para repartir agua a los competidores en los siguientes numeros de kilometros: 3, 10, 17,
24, 31, 38,... ¢Cudl es la expresion algebraica que deben seguir los organizadores para colocar puestos de agua para todo
el recorrido del maraton?

La sucesion que define el problema es
3,10,17,24,31,38,...

La diferencia entre dos términos consecutivos es 7. Por lo que, si seleccionamos, por ejemplo, la primera
posicion (n=1), tenemos que

1. El producto de la posicién seleccionada por la diferencia entre dos términos consecutivos es 1x7=7.

2. El resultado de restar el valor determinado en el paso anterior al valor del elemento seleccionado de la
sucesion (3) es 3—-7=—4.

3. El binomio que formamos con los valores determinados en los pasos anteriores es 7n—4. Que
corresponde a la expresidn algebraica que genera todos los elementos de la sucesion a partir de su
posicion.

Cierre: En esta sesion hemos desarrollado algunos ejemplos donde se presentaron técnicas para
7 obtener la regla algebraica de una sucesion dada, analizar la sucesion y obtener informacion
{_ /i importante de ella. Se analizaron sucesiones donde los términos estdan aumentando vy
- sucesiones donde los términos estan disminuyendo. Y también obtuvimos los términos de la

sucesién correspondiente, dada una regla algebraica

Puedes encontrar mas informacion sobre este tema en los enlaces que te proporcionamos a continuacion.

Para saber mas... http://iap-

M ec.com/PreVirtual/files/matematicas/content/flash/sucesiones%20y%20progresiones/progresiones.sw

o f
= i
&.@ http://telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b03 t01 s01 de
scartes/TS 2 index.html
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Evaluacion:

Para finalizar el tema te pedimos que resuelvas la siguiente evaluacién.

Indicaciones: En cada uno de los siguientes reactivos, selecciona la opcién que corresponda a la
respuesta correcta de la situacién planteada.

1. ¢ Cuales son los primeros 4 términos de una sucesion

con regla algebraica —12n+2°7?

A) —10,-22,-34,46, ..
B) 10, 22, 34, 46,...
C) -12, 0,12, 24,..
D) 12, 0,~12,-24,...

2. ¢Cuales son los respectivos numeros que hacen falta

enlasucesién _ ,-3,8,19, ,41,52, ,..?

A) 14,30,63
B) —14,30,63
C) 11,33,60

D) —11,33,60

3. Se tiene la sucesion 8,11,14,17, 20, ..., identifica la

regla algebraica que genera a la sucesion.

A) n+8
B) 5n+5
C) 3n+5
D) n+3

4. Se tiene la sucesion —14,-6,2,10,18,... identifica la

regla algebraica que genera a la sucesion.

A) 14n+8
B) 8n+14
C) 22n-8
D) 8n—22

5. Se tiene la sucesion 1,-8,-17,-26,...identifica la

regla algebraica que genera a la sucesion.

A) -9n-1
B) -n—9

C) -9n+10
D) —10n+9
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TEMA 4. RECTAS EN EL PLANO CARTESIANO

Bloque lll
Eje tematico: Manejo de la informacién

Tema: Representacion de la informacion
Subtema: Graficas

Resultado general de aprendizaje: Anticipa el comportamiento de gréficas
lineales de la forma y=mx+b, cuando se modifica el valor de b mientras el valor

de m permanece constante.

Resultado especifico de aprendizaje:

Identifica los efectos de los pardmetros m y b de la funcién y=mx+b, en la

grafica que corresponde. *

Introduccion:  Tres autobuses A, By C salen de la terminal de autobuses en momentos distintos, todos a una
velocidad constante de 80 km/hr. Si el autobus B sale cuando el autobus A se ha desplazado 20
km y el autobus C sale cuando el autobus B se ha desplazado 30 km, realiza una gréfica que
muestre el desplazamiento respecto del tiempo de cada autobus a partir de que sale de la
terminal el autobus C.

En el planteamiento anterior existen implicitos algunos conceptos clave para realizar lo que se pide, que tienen

que ver con la velocidad constante de los autobuses y el hecho de que cuando sale el autobus C los otros dos
llevan ya algun kilometraje recorrido. A continuacidn te presentamos estos conceptos clave que tienen que ver
con las rectas en el plano cartesiano.

Desarrollo: Para poder realizar lo que se pide en el problema de la introduccién es necesario que

. repasemos un par de conceptos clave que tienen que ver con las rectas en el plano cartesiano,
? la pendiente y la ordenada al origen. Ambos conceptos son imprescindibles cuando queremos

graficar y analizar el comportamiento de un grupo de rectas en el plano cartesiano.

Pendiente de una recta

La grafica de la expresidon y=kx esta formada por el grupo de puntos localizados sobre i

una linea recta que pasa por el origen, como la que te mostramos en la figura de la s

derecha. a

Notaras que en la grafica, los valores de y van aumentando conforme lo hacen los a

valores de x, por lo que decimos que x y Yy se encuentran en una relacién de 2p [ =k
proporcionalidad directa. De esto concluimos que la expresion algebraica asociada a 1

una relacion de proporcionalidad directa es de la forma y=kx, donde k se conoce —— —
como la constante de proporcionalidad. j

Una relacion de proporcionalidad directa entre dos magnitudes es aquella en la que, si los valores de una Recuerda

a3

de las magnitudes se multiplican o dividen por un numero, los de la otra quedan multiplicados o divididos
por el mismo numero. Por ejemplo: ﬁ

El numero de objetos (o kilos, litros, etc.) que se compran y el precio a pagar.
El tiempo transcurrido y la distancia recorrida a una velocidad constante.

®,
0.0

®,
0.0
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De acuerdo a lo anterior, podemos decir que en las situaciones de proporcionalidad  «m
directa, lo que se mantiene constante es la razén entre pares de valores
correspondientes a las variables involucradas. Por ejemplo si un automoévil viaja a z
velocidad v constante, la distancia recorrida d y el tiempo transcurrido t se e e
encuentran en una relacidn de proporcionalidad directa. Lo anterior quiere decir que ] s s s
a mayor tiempo transcurrido, mayor sera la distancia recorrida (observa la figura de la

derecha), lo cual se expresa de la siguiente manera Rels oD Dale

De donde verificamos que la razén 9 es la cantidad que permanece constante. Podemos rescribir la formula de
la velocidad como d =vt, de esta manera queda en la forma de la expresion algebraica asociada a una relacidn
de proporcionalidad directa, y=kx. En este caso observa que la velocidad v es la constante de

proporcionalidad.

En las expresiones algebraicas asociadas a una relacion de proporcionalidad directa del tipo y=kx, la

constante de proporcionalidad & representa la pendiente de la recta que obtenemos al realizar su grafica, de
manera que entre mayor es el valor de &, mayor es el angulo de inclinacion de la recta.

Cualquier recta que no esté en posicion horizontal o vertical estd inclinada. La inclinacion se da como una Recuerda
medida del dngulo que forma la recta con la horizontal. Se llama dngulo de inclinacién al dngulo formado

por la recta y el extremo positivo de eje x, a partir de éste girando en sentido contrario a las manecillas del ﬁ
reloj.

4]

En la derecha se muestran las graficas de tres rectas del tipo y=kx. Observa 3}

. ) T .. = 5x
que, a medida que aumenta el valor de k, el angulo de inclinacién aumenta. | 7

Asi, cuando k =1 el angulo de inclinacion es de 27°, cuando k=1 el angulo

de inclinacién es de 45° y cuando k =5 el dngulo de inclinacién es de 79°. | y=x

En general podemos decir que:

7

% Para todos los valores de k que sean mayores que 0 pero menores

, .. . . o 1
que 1, el dngulo de inclinacidn tiene valores mayores que 0° pero 3t y=3x
menores que 45°,

ol
% Para todos los valores de k que sean mayores 1, el angulo de !
inclinacion tiene valores mayores que 45° pero menores que 90°. T
27° X
0 1 2 3 4 5 8
Para medir el dngulo de inclinacion de una linea recta con pendiente positiva se hace los siguiente: Recuerda

o

1. Se coloca el centro del trasportador en el punto en el que la recta corta el eje x (en este caso es el .
origen) y el extremo derecho del transportador sobre el eje x positivo.

2. Contamos los grados en el transportador desde la parte derecha del eje x hasta el grado en el
que el transportador es cruzado por la linea.

3. El numero de grados que contamos hasta que la recta cruza el transportador es el dngulo de
inclinacidn de la recta respecto al eje X .
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Actividad Con un trasportador mide cada uno de los dngulos de inclinacién de sty
las rectas mostradas en la figura de la derecha y completa la siguiente , y:,h
tabla. |y
: o
Expresion Angulo de f
algebraica inclinacién 5 x y=3x
y= % X ] /
y= %X 3 / }'=%-¥
=2x /
Y=13 2 / "
f _1
y — 3X . | y=3x
!
y=T7xX / x

Pendiente negativa de una recta

Hasta ahora hemos revisado expresiones algebraicas del tipo y=kx en las que la pendiente k ha sido siempre
positiva, es decir, sus dngulos de inclinacion son mayores que 0° pero menores que 90°. Pero ¢qué sucede
cuando el angulo de inclinacién de una recta es mayor a los 90°?

Cudndo el angulo de inclinacién de una recta que pasa por el origen es mayor a los 90° y menor a los 180°, la
pendiente & de su expresion algebraica tiene signo negativo.
y=—hx

En la derecha se muestran las graficas de tres rectas del tipo y=-kx.

Observa que solamente la recta Y =-5X tiene el valor de su dngulo de
inclinacién, 101°. Con un transportador mide el angulo de las otras dos

rectas. Si realizas correctamente las mediciones notaras que en estos

casos, a medida que se hace menor (mas negativo) el valor de k, el y=x
angulo de inclinacion disminuye. Asi, cuando k=-1 el angulo de
inclinacion es de 153°, cuando k =-1, el angulo de inclinacién es de 135°

y cuando k =-5, el dngulo de inclinacién es de 101°.

. V= 7%.‘(
En general podemos decir que:
% Para todos los valores de k que sean menores que 0 pero
mayores que —1, el angulo de inclinacién tiene valores mayores
que 135° pero menores que 180°. m
X
. ) } ; } 5 4 0
< Para todos los valores de k que sean menoresa —1, el angulo ®° = # 3% 2 1 {
de inclinacidn tiene valores mayores que 90° pero menores que -
135°.
Para medir el dngulo de inclinacion de una linea recta con pendiente negativa se hace los siguiente: Recuerda

o

1. Se coloca el centro del trasportador en el punto en el que la recta corta el eje x (en este caso es el .
origen) y el extremo izquierdo del transportador sobre el eje x negativo.
: > 2. Contamos los grados en el transportador desde la parte izquierda del eje x hasta el grado en el
- '.:f'?/ N que el transportador es cruzado por la linea.
‘ " 3. Elndmero de grados que contamos hasta que la recta cruza el transportador los restamos a 180°
y el resultado es el dngulo de inclinacion de la recta respecto al eje x .
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Actividad Con un trasportador mide cada uno de los dngulos de inclinacién de
las rectas mostradas en la figura de la derecha y completa la siguiente
tabla.

Expresion Angulo de
algebraica inclinacién
y=-3X
y=-3X
y=-%X

=-3X

=—7X

Hasta aqui habras notado que todas las rectas de la forma y=kx (que pasan por el origen y tienen pendiente

positiva) tienen d4ngulos de inclinacion respecto del eje x mayores de 0° y menores de 90°, mientras que las
rectas de la forma y=-kx (que pasan por el origen y tienen pendiente negativa) tienen angulos de inclinacidn

respecto del eje x mayores de 90°, pero menores de 180°.

La ordenada al origen de una recta

La gréfica de la expresiéon y=mx+b también estd formada por el grupo de puntos 6tr
localizados sobre una linea recta, pero a diferencia de las graficas de expresiones 5
del tipo y=kx 6 y=-kx , ésta no pasa por el origen, como la que te mostramos en 4

la figura de la derecha.

y=mx+b /3

Notards que en la grafica la recta no corta a los ejes en el origen, sino que lo hace,
para cada uno de los ejes x y y, a una cierta distancia desde el origen.

A\t

A la distancia desde el origen en el que una recta corta al eje y se le llama A

ordenada al origen y corresponde a la letra b de la expresién algebraica 2
y =mx+b de la recta.

Cuando hablamos de rectas en el plano con ordenada al origen 5 , dejamos de denotar a la pendiente de la

recta con laletra k vy la sustituimos por la letra m , de manera que en la expresion algebraica y=mx+b, m

es la pendiente de la recta.

Observa en la grafica que la recta corta al eje y en 4, por lo que la ordenada al origen es b=4, de hecho, la
expresion algebraica especifica de esa recta es y =2x+4, entonces, de acuerdo con lo anterior, la pendiente de

esarectaes m=£ y, por ser esta positiva, su angulo de inclinacion esta entre los 0° y los 90°.

El dngulo de inclinacidn de una recta del tipo Yy =mMX+b se mide de la misma forma que lo hacemos con las Recuerda

rectas del tipo Y =KX, con la salvedad de que para estas rectas colocamos el trasportador en el punto en el }
que la recta corta al eje x y no en el origen.

B
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En la derecha se muestran las graficas de cinco rectas del tipo y=mx+b. &%

En todas ellas se mantiene constante la pendiente m=2 vy los valores de /
la ordenada al origen b son diferentes.

Nota que la recta en color azul tiene una ordenada al origen b=0 y es la
Unica que pasa por el origen, mientras que las demas cortan al eje y a una /

distancia positiva o negativa respecto del origen.

Observa también que estas rectas, al tener la misma pendiente m,
nunca se cortan, es decir, son rectas paralelas.

¢Qué efecto tiene entonces la ordenada al origen b en una familia de
rectas con la misma pendiente m?

En general podemos decir que:

En una familia de rectas y =mx+b con la misma pendiente m , la ordenada al origen b indica el nimero de
unidades (hacia arriba o hacia abajo) que sobre el eje » se desplaza larecta y =mx.

Actividad Observa la familia de rectas mostrada en la figura de la
= derecha y completa la siguiente tabla.
« "‘._

Expresion . Ordenada al
. Pendiente .
algebraica origen

y=—3x+5

y=—3x+2

Ahora ya estamos en condiciones de responder al planteamiento hecho en la introduccién:

Tres autobuses A, By C salen de la terminal de autobuses en momentos distintos, todos a una velocidad constante de 80
km/hr. Si el autobus B sale cuando el autobis A se ha desplazado 20 km y el autobds C sale cuando el autobiis B se ha
desplazado 30 km, realiza una grdfica que muestre el desplazamiento respecto del tiempo de cada autobus a partir de
que sale de la terminal el autobus C.

Lo primero que hay que observar es que los tres autobuses van a una velocidad constante de 80 km/hr, por lo
qgue en una grafica el desplazamiento respecto del tiempo de los autobuses se vera como una linea recta con
una pendiente igual a 80.

Como nos piden que la grafica comience a partir de que el autobus C sale de la terminal, su recta debe comenzar
en el origen, por lo que su expresidon algebraica es del tipo y=mx, donde y serd el desplazamiento d en
kilbmetros, m serd la velocidad constante v=80km/hr y x sera el tiempo t en horas, de manera que su
expresion algebraica queda como d =80t .

Al momento que sale el autobus C de la terminal, los autobuses B y A llevan desplazamientos de 30 km y 50 km,
respectivamente y, como hemos designado al eje vertical para los valores de los desplazamientos, estos valores
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representan las ordenadas al origen de las rectas correspondientes a los autobuses B y A, en una familia de
rectas del tipo d =80t +b .

Las expresiones algebraicas para los autobuses By Ason d =80t+30 y d =80t +50 respectivamente, por lo que
una posible gréfica que muestre el desplazamiento respecto del tiempo de cada autobus a partir de que sale de
la terminal el autobus C quedaria como la siguiente.

150t dka/
140
130
120
110
100
jele]
a0
T0
(514
(snen e}
50 -/_é =4
40
OOy
ag ) =
20
10
OO
St o)
o 025 05 o075 1 125 165 175 2 225 25
Cierre: En este tema hemos hecho un repaso breve sobre un par de conceptos clave que tienen que ver

con las rectas en el plano cartesiano, la pendiente y la ordenada al origen. Pudiste notar que
ambos conceptos sin imprescindibles cuando queremos graficar y analizar el comportamiento
de un grupo de rectas en el plano cartesiano.

L

Ten siempre presente que:

+» Cuando el angulo de inclinaciéon de una recta que pasa por el origen es mayor a los 0° y menor a los 90°, la
pendiente k de su expresién algebraica tiene signo positivo, ¥ =Kkx.

+» Cuando el angulo de inclinaciéon de una recta que pasa por el origen es mayor a los 90° y menor a los 180°, la
pendiente k de su expresion algebraica tiene signo negativo, Yy =—kx.

% En una familia de rectas Yy =mx+b con la misma pendiente m, la ordenada al origen b indica el nimero de

unidades (hacia arriba o hacia abajo) que sobre el eje Yy se desplaza la recta y=mx.

Puedes encontrar mas informacion sobre este tema en los enlaces que te proporcionamos a continuacion.

Para saber mas... http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b03 t07 s
01 descartes/TS 1 index.html

M ) http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b03 t03 s
01 descartes/TS 4 index.html

—=r
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Evaluacion:
AR Para finalizar el tema te pedimos que resuelvas la siguiente evaluacién.

Indicaciones: En cada uno de los siguientes reactivos, selecciona la opcién que corresponda a la
respuesta correcta de la situacién planteada.

1. Observa la siguiente grafica 4. Observa la siguiente grafica

A ‘-\‘ \
¢Cual de las siguientes opciones describe de manera ¢Cual de las siguientes opciones describe de manera
correcta a esta familia de rectas? correcta a esta familia de rectas?
A) Rectas con pendiente constante positiva A) Rectas con pendiente constante positiva
B) Rectas con pendiente constante negativa B) Rectas con pendiente constante negativa
C) Rectas con ordenada al origen constante positiva C) Rectas con ordenada al origen constante positiva
D) Rectas con ordenada al origen constante negativa D) Rectas con ordenada al origen constante negativa

2. Observa la siguiente grafica que hizo Roberto para | 4. Observa la siguiente grafica que la maestra Monica
su tarea: desarrollo en clase de matematicas:

¢Cual de las siguientes opciones identifica de manera ¢Cudl de las siguientes opciones identifica de manera

correcta a la familia de rectas que graficé Roberto? correcta a la familia de rectas que graficé la maestra?
A)  y=3x+5 B) y=-3x+5 A) y=3x+5 B) y=-3x+5
y =3x y =-3X y =3x y =-3x
y=3x-10 y=-3x-10 y =3x-10 y =-3x-10
C) y=5x+3 D) y=3x+5 C) y=5x+3 D) y=3x+5
y=Xx+3 y=X+5 y=Xx+3 y=X+5
y =10x+3 y =10x+5 y=10x+3 y =10x+5
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TEMA 5. POTENCIAS NEGATIVAS

Bloque IV
Eje tematico: Sentido numérico y pensamiento algebraico

Tema: Significado y uso de las operaciones
Subtema: Potenciacién y radicacion

Resultado general de aprendizaje: Resuelve problemas que implican el uso de
las leyes de los exponentes y de la notacidn cientifica.

Resultado especifico de aprendizaje:

Rayos
infrarrojos|

Rayos X

Rayos
ultravio
letas

Microondas | Ondas de radio

Determina la expresidn equivalente simplificada que resulta de elevar un nimero ‘e“"y’"“_

0 10 10 10 10 10 0 10 10
Longitud de onda (nan6metros)

natural a una potencia de exponente negativo.

Introduccion: A la region del espectro electromagnético que el ojo humano es capaz de percibir se le llama luz
visible. En el extremo inferior de la region de luz visible comienza la regién de rayos ultravioleta
con una longitud de onda cercana a los 10”7 metros, mientras que en el extremo superior de la
region de luz visible se encuentran los rayos infrarrojos con una longitud de onda cercana a los
10° metros. De acuerdo a la informacidn anterior, écuantas veces es mayor la longitud de onda
de los rayos infrarojos respecto de los rayos ultravioleta?

Si analizas el planteamiento notards que aparecen dos cantidades en forma de potencia con exponente
negativo y nos solicitan encontrar una relacién entre las longitudes de onda de los rayos infrarrojos y los rayos
ultravioleta. A continuacién te presentamos algunos conceptos y procedimientos aritméticos relacionados con
las potencias, en especial cuando éstas se presentan con exponente negativo.

Desarrollo: Para poder realizar lo que se pide en el problema de la introduccién es necesario que

. repasemos algunos conceptos y procedimientos relacionados con la operacién aritmética de
potenciacion.

Recordaremos lo que es la operaciéon de potenciacion y describiremos las principales propiedades de las
operaciones con potencias. Finalmente definiremos lo que es la potencia con exponente negativo y cdmo es
gue debemos aplicar las propiedades vistas cuando involucramos este tipo de cantidades.

La operacion que consiste en multiplicar un factor natural reiteradamente se denomina potencia de Recuerda
numeros naturales y ésta es un caso particular de la multiplicacion de numeros naturales. Cada ﬁ

multiplicacion de factores reiterados puede escribirse en notacion de potencia, asi por ejemplo

4x4x4 se escribe 4°
6x6x6%x6 se escribe 6°
2X2x2x2x2x2x2 se escribe 27.

Los elementos que aparecen en la notacion de potencias se identifican como:

3+— exponente
5% base

El conocimiento de algunas propiedades de las operaciones con potencias y su aplicacion de éstas nos permite
manejar esas operaciones con mayor soltura. Veamos algunas.
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Producto de potencias de igual base

Al multiplicar por ejemplo 2°x2° se obtiene (2x2x2x2x2)x(2x2x2)=2x2x2x2x2x2x2x2=2"%.

/ 2 4 6 , . .
Andlogamente, se comprueba que 5 x5 =5".Y asi con cualquier otro ejemplo.

En general podemos decir que:

El producto de dos potencias de igual base es otra potencia de la misma base y cuyo exponente es la suma
de los exponentes de las potencias que se multiplican.

aﬂ? xaﬂ :dnﬂ’i

Donde a, m y n son numeros naturales.

Asi, por ejemplo

13 x13F =12°7 =13° 13*x13=13"" =13 ; 13x13=13" =13

Pero también
13° =13x13° =13?x13* =13* x13°.

Con esto queremos decir que debes saber manejar esta propiedad en ambos sentidos ya que en ocasiones es
util descomponer una potencia en un producto de potencias cuyos exponentes sumen el exponente de la
potencia original.

Es importante mencionar que esta propiedad es también aplicable cuando tenemos el producto de més de dos

potencias de la misma base, por ejemplo, 13’ x13°x13* se puede calcular de las siguientes tres maneras:
13° x13° x13° = (13° x138° ) x13° = (13" )x18° =13 x13° =13 =13"
)
13°x13° x13° =13 x (18" x13°) =13 x(18°%) =18* x13° =18 =13"
)

13 x13°x13° =137°" =13"

Actividad Relaciona las columnas colocando en los paréntesis de la columna de la izquierda la letra correspondiente
a su equivalente en la columna de la derecha.

a) 5° x5°
() 5" = b) 5x5
() 5 x5°x5= c) 5°x5° x5°
() 5 = d 5°
() 5'x5° = e) 5
() 5x5°x5= f) &5

g) 5¢
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Cociente de potencias de igual base

Al dividir por ejemplo, g—g se obtiene %:szzzz. Andlogamente, se comprueba que ;—2:7“ .Y asi con

cualquier otro ejemplo.

En general podemos decir que:

/EI cociente de dos potencias de igual base es otra potencia de la misma base y cuyo exponente es Ia\
diferencia de los exponentes de las potencias que se dividen.

Donde a, m y m son nimeros naturales,con a=0 y n>m .

N

Asi, por ejemplo

5 4
% =137 =13 ; 13 133
13 13
Pero también

13°  13* 13

Con esto queremos decir que debes saber manejar esta propiedad en ambos sentidos ya que en ocasiones es
util descomponer una potencia en un cociente de potencias cuya resta de sus exponentes de cémo resultado el
exponente de la potencia original.

. . . . 3 e e .
Observa que, si se toma un ejemplo similar a los anteriores, g—z representa la division 12@ , CUyo cociente es 5.
. . . e eg , . . . 3
Pero si se maneja la misma divisién en términos de potencias, ya hemos visto que §—2=53’2 =5". De donde, por

igualdad de resultados, tenemos que 5 =5 y en general podemos decir que:

Cualquier numero elevado a la primera potencia reproduce el mismo nimero.

a =da

. P . , . 4 . e g
Ahora, équé pasa si n=m? Tal seria el caso de, por ejemplo, 2—4. De hecho, estamos dividiendo %, cuyo
cociente es 1. Pero si aplicamos el criterio anterior, 2—2:3“’4 =3". Como ambos resultados deben coincidir,

tenemos que FP=1 y en general podemos decir que:

Cualguier numero elevado a la potencia cero reproduce la unidad.

a' =1

A 1 0 . . .
Estos dos Ultimos resultados, & =a y @ =1 nos dan elementos para decir que no siempre se cumple que la potencia de
un numero natural es mayor que dicho numero.

Secretaria de Educacion de Guanajuato
Pagina 30



Desarrollo de Habilidades Matematicas 2do Grado de Secundaria Cuadernillo de apoyo 2012

Actividad Relaciona las columnas colocando en los paréntesis de la columna de la izquierda la letra correspondiente
a su equivalente en la columna de la derecha.

a) %
() 4= b 4
() %= 0 1
() 4= d) 42
() 4= 0 4
() %- f) o

9) 4

Potencia de una potencia

. . . 2 A
Podemos tener el caso de una potencia cuya base sea, a su vez, una potencia. Por ejemplo, (35) . Esta operacion

es equivalentea 3*x3°=3"° =3 También podemos verificar que (23 )4 =2 xPx P X2 = 3 2y

asi con cualquier otro ejemplo.

En general podemos decir que:

La potencia de una potencia es otra potencia que tiene la misma base y cuyo exponente es el producto de los
dos exponentes.

(@) =a
Donde g, m y n son niUmeros naturales.
Asi, por ejemplo
(52 )4 524 _gB : (63)0 —6%0 —g° =1
(113 )2 —11%2 =11 : 392 — (25 )2 _ 952 _glo
Pero también
7 =(7?)

Con esto queremos decir que debes saber manejar esta propiedad en ambos sentidos ya que en ocasiones es
util descomponer una potencia en una potencia de otra potencia cuyo producto de sus exponentes de cémo

resultado el exponente de la potencia original.
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Actividad Relaciona las columnas colocando en los paréntesis de la columna de la izquierda la letra correspondiente
a su equivalente en la columna de la derecha.

a 3
() 3= by 3
() (32 )4 _ C) 1
() (2 )9 - d) 8
() (35)2 = e) 3
( ) (33 )e _ f) 38

g 0

Potencia de una multiplicacion de potencias

También podemos tener el caso de una potencia cuya base sea una multiplicacion de potencias (no

. . . .7 4 .
necesariamente de la misma base). Por ejemplo la operacion (23 ><52) es equivalente a

(2° x5 )x(2° x5 )x(2° x5% ) x(2° x5?)

Ahora, si aplicamos las leyes conmutativa y asociativa de la multiplicacion tenemos que lo anterior es
equivalente a

(23><23><23><23)><(52><52><52><52):(23)4><(52)4 — %4 B2 _ o2 B8

Y de un modo andlogo en cualquier otro caso. Podemos entonces en general decir que

~

La potencia de una multiplicacion de potencias es otra multiplicacidon de potencias, cada una de las cuales
tiene la misma base inicial y como exponente, el respectivo producto de exponentes.

(all Xbm )[) — allx[) Xbmxp

Donde @, b, m , n y p son numeros naturales.

- /

Asi, por ejemplo

(42><53)2:42><2><53><2:42X56 , (3X22X56)4:34X28X524
Pero también
PxF x50 =(2xFxE)  ; TxPx16=T'xFx2' =(7xFx2)

Con esto queremos decir que debes saber manejar esta propiedad en ambos sentidos. Observa que en estos dos
ultimos ejemplos lo que hicimos fue extraer el factor comun del grupo de exponentes. Asi, para los exponentes
6, 9y 15 el factor comun es 3 y para los exponentes 4, 8 y 4 el factor comun es 4.
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Actividad Relaciona las columnas colocando en los paréntesis de la columna de la izquierda la letra correspondiente
a su equivalente en la columna de la derecha.

a) 0
() (5°x7) = b) (57
() 67 x4° x7° = c) 52x7°
() (102x9°x2) = d)  102x9° x2°
() 59 x 7% = e) (6“><45><73)3
() (64><43><72)5= f) 6" x4°xT7"
g9) 1

Potencias con exponente negativo

N N . . .7 . n _ .
Al final del apartado del cociente de potencias de igual base, cuya expresion generalizada es g—m:a” ", vimos

. , 0 . , ,
qgue si n=m, entonces sucedia que el resultado era @ =1. Pero équé sucede cuando n<m? Tal seria el caso
. 4 . . . . . . . ,
de, por ejemplo, 2—7 . Si aplicamos la propiedad del cociente de dos potencias de igual base, 24—; =37 =3%.éQueé
significado tienen una potencia cuyo exponente es un nimero negativo?

. . . . . 3

Para responder a esta pregunta consideremos una potencia con la misma base pero con signo positivo 3° y
. . . ,3

efectuemos el producto de esta con su correspondiente de signo negativo 3.

33 ><373 — 33+(73) _ 3373 — 30 =1
. . , 1
Ahora efectuemos el producto de la potencia con exponente positivo 3consu reciproco 7

3
33><3i3:%:33’3=30=1

Como ambos productos nos dan el mismo resultado, si aplicamos la propiedad transitiva de la igualdad tenemos
que

Fx3° =3 x3i3
De donde finalmente vemos que
_ 1
3 3 = ?

Y de un modo analogo en cualquier otro caso. Podemos entonces en general decir que

fUna potencia con exponente negativo es igual a una fraccién cuyo numerador es uno y cuyo denominador es
una potencia de la misma base con exponente igual en valor numérico, pero con signo positivo.

KDonde 44 €s un nimero naturaly 7> 0. /
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Asi, por ejemplo

() =7 =
472 x473=473=45= 4—15
(34 w32 )’3 - (34+2 )’3 - (36 )’3 =318 %

ot ot (1Y 11
e {3 A

67 o
Pero también
ERERT
7%6 x 5i4 =79 x5 — 76 5

Con esto queremos decir que debes saber manejar esta propiedad en ambos sentidos.

Actividad Relaciona las columnas colocando en los paréntesis de la columna de la izquierda la letra correspondiente
a su equivalente en la columna de la derecha.
a) 610
-3
() (67)" = D) @3
_ 1
() 6 x67 = ©) &
-2 1 1
() (ex6) = DR
-2
() (67x6*)" = e) &
-3 1
() ()= N &
1
9) &5

Ahora ya estamos en condiciones de responder al planteamiento hecho en la introduccidn:

A la region del espectro electromagnético que el ojo humano es capaz de percibir se le llama luz visible. En el extremo
. . . s . . . . s N . -7
inferior de la region de luz visible comienza la region de rayos ultravioleta con una longitud de onda cercana a los 10
metros, mientras que en el extremo superior de la region de luz visible se encuentran los rayos infrarrojos con una

. -6 . .z . . s .
longitud de onda cercana a los 10” metros. De acuerdo a la informacion anterior, écudntas veces es mayor la longitud de
onda de los rayos infrarojos respecto de los rayos ultravioleta?

De acuerdo con el problema, las longitudes de onda de los rayos infrarrojos tienen un orden de magnitud de
10°° metros, mientras que las longitudes de onda de los rayos ultravioleta tienen un orden de magnitud de 107
metros. Para determinar el nimero de veces que es mayor la longitud de onda de los rayos infrarrojos respecto
de los rayos ultravioleta debemos encontrar la razén de sus érdenes de magnitud, de manera que
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10° 105 _ 10 7-6 1
5 4 ==—=—=107" =10 =10
1—8_7 — 10—6—(7) — 10—6+7 _ 101 =10 o 1077 1(])_7 106

Por lo que decimos que las longitudes de onda de los rayos infrarrojos son 10 veces mayores a las longitudes de
onda de los rayos ultravioleta.

Cierre: En este tema hemos hecho un repaso breve sobre lo que es la operacién de potenciacién, las

7 principales propiedades de las operaciones con potencias y las potencias con exponente
negativo. Asi mismo, mostramos la utilidad de las operaciones y propiedades de las potencia en
la solucidn de situaciones cotidiana.

L

En el siguiente cuadro resumimos las propiedades de las operaciones con potencias.

Propiedad Expresion generalizada
Producto de dos potencias de igual base a"xa" =a™"
aﬂ
Cociente de dos potencias de igual base —=a""
a
. . n m nxm
Potencia de una potencia (a ) =a

. . . .7 . p X X
Potencia de una multiplicacién de potencias (a” xbm) =a™P xp™?

Numero elevado a la primera potencia a=a
Numero elevado a la potencia cero a’=1
. . a1
Potencia con exponente negativo a =—
a

Como puedes apreciar, en principio se trata de formas equivalentes de escribir una misma expresion, pero
indudablemente aportan también ciertas facilidades a la hora de efectuar algunos célculos.

Puedes encontrar mas informacion sobre este tema en los enlaces que te proporcionamos a continuacion.

Para saber mas...
http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b04 t01 s

ﬂ& 01 descartes/TS 1 index.html

http://odas.educarchile.cl/objetos_digitales/odas_matematicas/23 potencias_exponente -2 -
3/LearningObject/content/io_1.swf?version=0.18

http://biblioteca.itson.mx/oa/dip _ago/leyes exponentes/index.swf
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Evaluacion:

Para finalizar el tema te pedimos que resuelvas la siguiente evaluacién.

Indicaciones: En cada uno de los siguientes reactivos, selecciona la opcién que corresponda a la

respuesta correcta de la situacién planteada.

1. {Cual de los puntos mostrados sobre la siguiente

recta numérica podria corresponder a n' si n es
nuimero natural (entero positivo)?

P Q R S
<o t+—eo—fo—| o>
-1 0 1
A)P
B)Q
C)R
D)S

2. ¢Cual es la expresion que corresponde a la potencia
de (4)7?

A) -16

3. ¢Cual de las opciones corresponde a al resultado de

. - . 3,92\t
simplificar la expresidn (2 x 2 ) ?

A) —
B) —

N

32
1
3

C) 3%
D) 32

4. iCual de las opciones corresponde a una expresion

equivalente de (5’2 x5 )73 ?

A) 5%
B) &
c) -5°
D) -2

5. éCudl de las opciones corresponde a una expresion
-2
equivalente de (5x32) ?

A) 52x 3"
1.1

B) 5 X3

Q) —(52><34)

o) (-3
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TEMA 6. ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Bloque V Lado a
Eje tematico: Sentido numérico y pensamiento algebraico
Tema: Significado y uso de las literales \%!
T
!
Subtema: Ecuaciones x
Resultado general de aprendizaje: Representa con literales los valores
[4,]
desconocidos de un problema y las usa para plantear y resolver un sistema de 3
ecuaciones con coeficientes enteros.
rpe . . &
Resultado especifico de aprendizaje: ﬁ?% g
|
Resuelve problemas que implican el planteamiento y solucién de sistemas de dos T ope
. . . , . Al
ecuaciones lineales con dos incégnitas.

Introduccion:  En la figura de la tabla de arriba se muestran dos nadadores que estan ubicados en los lados
opuestos de una piscina cuya longitud es 50 metros. Si salen simultaneamente uno hacia el otro,
nadando con rapidez constante por carriles paralelos, el primero a 6 m/s y el otro a 4 m/s. ¢En
cuantos segundos y a qué distancia se cruzan los nadadores?

Para responder la pregunta es preciso notar que las incdgnitas se refieren tanto al tiempo como a la distancia.
En este tipo de situaciones regularmente es de utilidad el planteamiento y solucién de un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas habiendo una transicidon del enunciado en lenguaje comun al lenguaje
algebraico.

Desarrollo: A continuacidn te presentamos algunas maneras de solucionar problemas que implican el
m}) planteamiento de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas y coeficientes
7 enteros. En primer lugar haremos una recapitulacion breve sobre ecuaciones lineales con dos
incégnitas y cémo se conforma un sistema de dos ecuaciones de este tipo con dos incognitas.
Posteriormente presentaremos los métodos de solucidn analitica de estos sistemas y finalizaremos con el
planteamiento y solucién de algunos problemas de aplicacion.

El planteo de problemas que nacen de hechos de la vida cotidiana conduce, a menudo, al planteo de una o mas
ecuaciones en las que figuran una o mas incdgnitas y datos del problema.

Los datos e incognitas en general, pueden relacionarse por medio de operaciones algebraicas, conduciéndonos
al planteo de ecuaciones que, al quedar resueltas, conllevan a la solucién de nuestro problema original.

Una ecuacion es una relacion de igualdad entre cantidades, algunas de ellas desconocidas llamadas Recuerda
incégnitas se pueden expresar mediante cualquier letra minuscula del abecedario generalmente se usa las
letras X, Y, Z. Esta relacidn se indica con el simbolo “=", el cual se lee “igual” o “es igual a”.

Una ecuacion consta de dos miembros, el primer miembro es la expresion algebraica que estd a lado izquierdo del simbolo “
="y el sequndo miembro estd a lado derecho. En cada miembro encontramos términos que estdn separados por los signos
+0-.
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Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas

Las ecuaciones algebraicas en las que las incognitas son de primer grado se denominan comiunmente ecuaciones
lineales, debido a que su representacion grafica es una linea recta. Por ejemplo,

5x—7 =0 es una ecuacion lineal de una incégnita debido a que el exponente de la Unica incognita es 1,
4x—6) =12 es ecuacién lineal de dos incdgnitas debido a que el exponente de ambas incégnitas es 1.

Para resolver una ecuacién de primer grado con una incdgnita basta con aplicar las propiedades de la igualdad
para aislar a la incdgnita, asi por ejemplo en 5x—7=0 debemos en primer lugar sumar 7 unidades en ambos
miembros de la igualdad y posteriormente dividir ambos miembros de la igualdad de manera que con ello
encontramos que x={.

Cuando tenemos ecuaciones lineales con dos incégnitas el procedimiento para encontrar los valores de las dos
incégnitas cambia pues con una sola ecuacidon no nos basta para conocer ambos valores. Debemos entonces
tener un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas para poder encontrar los valores de cada
incégnita que satisfacen a la vez ambas ecuaciones.

En general podemos decir que

. . . S . . ax+by=c,
Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas es un par de ecuaciones del tipo:
a,x+b,y=c,
en donde a,.b,.,c,,a,,b,.c,, son numeros reales y en cada una de las ecuaciones del sistema, por lo menos uno de

los coeficientes de las incognitas es diferente de 0.

Una solucién comun a las dos ecuaciones, es un par ordenado de
numeros reales tal que al sustituir estos nimeros en cada ecuacién del iy
sistema en lugar de las incégnitas x y y se obtienen dos identidades ‘ zxﬂ,-:s}

numeéricas. \
¢Como podemos resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

incégnitas?

¢En dénde se cortan?

Cada una de las ecuaciones que forman un sistema lineal de dos ‘
ecuaciones con dos incégnitas es una recta que podemos representar en :
el plano. El método grdfico para resolver este tipo de sistemas consiste,
por tanto, en representar en el plano ambas rectas y comprobar si se

cortany, si es asi, donde.

El punto de interseccién de las rectas corresponde a la solucién del sistema. En el caso de la grafica de arriba la
solucion del sistema (punto de interseccion es x=1 y Y=1. Nota que estos valores satisfacen al mismo tiempo

ambas ecuaciones pues si sustituimos estos valores en las ecuaciones obtenemos un par de identidades
numeérica.

Para poder emplear el método grafico debemos ser muy precisos al momento de hacer los trazos de las rectas
que representan a las ecuaciones y determinar de manera muy certera su punto de interseccién; sin embargo,
no siempre contamos con los instrumentos apropiados para lograr una buena grafica. Por fortuna, también
existen procedimientos basados en manipulaciones algebraicas que permiten transformar las dos ecuaciones del
sistema en una ecuacién con una sola incégnita, denominados cominmente métodos analiticos.
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Métodos analiticos de solucidn de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas

A continuacion te presentamos lo métodos analiticos de solucion de los sistemas de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas. Es preciso mencionar que en todos ellos denotaremos siempre a la primera ecuacion por E, y a

la segunda ecuacion por E, y que lo que estamos buscando es una pareja de nimeros que satisfagan ambas
ecuaciones a la vez.

1. Método de igualacion

Este procedimiento consiste en seleccionar una incognita y despejarla de las dos ecuaciones del sistema para
después igualar las dos expresiones obtenidas de forma que se obtenga una ecuacidn lineal con una incégnita.
En seguida se resuelve la ecuacién obtenida empleando las propiedades de la igualdad y se sustituye el valor
obtenido en cualquiera de las ecuaciones donde quedo despejada la incdgnita seleccionada al principio.

Pasos del método de igualacién:

Despejar la misma incégnita en las dos ecuaciones.
Igualar las expresiones despejadas y asi se obtiene una ecuacién lineal para la otra incdgnita.

Resolver la ecuacién obtenida en el paso anterior aplicando las propiedades de la igualdad.

P oW npoR

Sustituir el valor encontrado en cualquiera de las dos ecuaciones despejadas en el paso 1, con el
propdsito de calcular el valor de la otra incégnita.

5. Comprobar los resultados.

Ejemplo 1:
. 4x-2y =10 . . -
Resolver el sistema por el método de igualacion.
3x+5y =14
1. Se despeja x de las ecuaciones E, y E, 4. Se sustituye este valor en la primera ecuacidn
despejada para encontrar el valor de x
10+2y b5+y ] 14 -5y
X=—y 5 X=T3 5+1 6
X=—=—= 3
2 2
2. Se igualan estas dos ecuaciones
5. Se realiza la comprobacion
5+y 14-5y
2 3 4(3)-2(1) =10
12-2=10
3. Seresuelve en términos de y 10=10
3(5+Yy)=2(14-5y) 3(3)+5() =14
3y+10y =28-15 9+5=14
13y =13 14=14
y=1

Por tanto las solucidn al sistemaes x=3 y y=1.
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2. Método de eliminacion

Este procedimiento, también conocido como método de suma y resta, consiste en igualar los coeficientes
numéricos de una de las incégnitas (multiplicando o dividiendo por lo menos una de las ecuaciones por alguna
cantidad adecuada) para, por medio de la suma o resta de las ecuaciones, eliminar la incognita elegida y reducir
el sistema a una sola ecuacidn lineal con una incégnita para resolverla empleando las propiedades de la
igualdad.

Pasos del método de eliminacion:

1. lgualar los coeficientes de una de las incdgnitas, multiplicando o dividiendo por lo menos una de las
ecuaciones por alguna cantidad adecuada.
2. Sumar o restar segun convenga ambas ecuaciones para eliminar la incdgnita de coeficientes iguales y

obtener una nueva ecuacion en términos solamente de la otra incdgnita.

3. Resolver la ecuacion lineal obtenida en paso anterior.
4. Despejar la otra incdgnita de cualquiera de las ecuaciones del sistema.
5. Sustituir el valor obtenido en la expresion despejada para obtener el valor de la otra incégnita.
6. Comprobar los resultados.
Ejemplo 2:
. —8x+14y =-20 , S
Resolver el sistema por el método de eliminacién.
—-5x+7y=-16
1. Se multiplica la ecuacién E, por—2 4. Se despeja y de E;
—2(-5x+7y)=-2(-16) y= —20+8x _ —10+4x
10x—14y =32 14 7
2. Se suma esta nueva ecuacién con al ecuacion E, 5. Se sustituye x =6 en la ecuacion despejada
_8x+14y = —20 :—10+4x:—10+4(6):—1O+24:E:2
10x—14y = 32 7 7 7 7
2x+0=12 6. Se hace la comprobacién
3. Se resuelve la ecuacion resultante para x ~8(6) +14(2) = —20 5(6) +7(2) =16
—48+28=-20 -30+14=-16
2x=12 i "
" -20=-20 -16=-16
X= T = 6

Por tanto las solucidn al sistemaes x=6y y=2 .
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3. Método de sustitucion

Este procedimiento consiste en despejar una de las incognitas de alguna de las ecuaciones del sistema y sustituir
la expresién obtenida en la otra ecuacidn, para obtener una ecuacion lineal con una incégnita. En seguida se
resuelve la ecuacion obtenida empleando las propiedades de la igualdad.

Pasos del método de sustitucién:

1. Despejar una de las incégnitas de una de las ecuaciones.
2. Sustituir la expresidn despejada en la otra ecuacion.
3. Resolver la ecuacion lineal obtenida en el paso anterior.
4. Sustituir este valor en la expresion despejada para obtener el valor de la otra incdgnita.
5. Serealiza la comprobacién.
Ejemplo 3:
. 10x+4y=-34 , S
Resolver el sistema por el método de sustitucion.
-5x+2y =13
1. Se despeja x de la ecuacién E; 4. Se sustituye Yy =-1 en la ecuacién despejada
anteriormente para obtener el valor de x
L _T34-4y 172y
105 (o H-4CD _34+4 30,
10 10 10
2. Se sustituye le expresion despejada en E,
5. Se realiza la comprobacidn
-17-2y
_S(Tj +2y=13 10(=3) + 4(-1) =34
17+4y =13 ~-30-4=-34

~34=-34

3. Se resuelve la ecuacion lineal para y
—5(-3)+2(-1) =13

17+4y =13 15-2=13
1317 13-13
T4
y=-1

Por tanto las solucién al sistemaes x=-3 y y=-1.

Actividad - . . P
Resuelve los siguientes sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas empleando cada uno de

los métodos expuestos (igualacion, eliminacidn y sustitucién).

1 3x+y=10 5 Xx—y=10 3 2x—-3y=—-6
" |5x-2y=2 " 7x+3y=0 | ox+ y=7
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Solucién de problemas con sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas

A continuacién mostraremos la utilidad de lo que hemos expuesto ya que con frecuencia nos encontramos con
situaciones en las que intervienen dos cantidades desconocidas y nos vemos en la necesidad del planteamiento
y solucidn de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas para resolver tales situaciones.
Mostraremos algunos ejemplos de cémo plantear las ecuaciones a partir de un enunciado en el lenguaje comun,
dando los valores de las incégnitas que resuelven el sistema planteado. Dejaremos para ti el ejercicio de
verificar, por cualquiera de los métodos expuestos que los valores dados sean correctos.

Situacion 1:

Un almacenista tiene dulces de 545 el kilo y otros de S70 el kilo. Quiere hacer una mezcla de 120 kilos que
resulten a 555 el kilo. ¢ Cudntos kilos de cada clase deberd poner?

Si definimos a x y a ycomo la cantidad de kilos de los dulces de a $45 y de a $70 , respectivamente y
considerando que la mezcla de dulces debe pesar 120 kilos podemos planteare la ecuacién X+Yy=120; por otro

lado el costo por kilo de la mezcla debe de ser S55 por lo que el costo total de la mezcla es $55x120 = $6600 y
esto debe de ser igual a la suma del costo de la cantidad de kilos de x y del costo de la cantidad de kilos de vy,

es decir 45x+70y =6600. Podemos resumir lo anterior de la siguiente manera:

Incégnitas Sistema de Ecuaciones
x =kilos de dulces de 545 X+ y=120
45x+70y = 6600

Y = kilos de dulces de $70

Resolviendo el sistema de ecuaciones llegamos a la conclusiéon de que para elaborar la mezcla deseada el
almacenista tiene que poner 72 kilos de dulces de a $45 y 48 kilos de dulces de a $70.

Situacidn 2:

El mes pasado Juan compré 6 kilos de café y 5 kilos de té, en total gasto $56. Hace una semana con 558 le
alcanzo para 4 kilos de té y 7 kilos de café. Ahora él desea saber cuanto cuesta un kilo de café y cuanto cuesta un
kilo de té. ¢ Podrias ayudarlo a encontrar la respuesta?

Si definimos a x como el costo del kilo de café y a y como el costo del kilo de té, del problema planteado
podemos decir que el mes pasado Juan compro 6x+5y =56 pesos y la semana pasada Juan gasto 4y+7x =58

pesos. Podemos resumir lo anterior de la siguiente manera:

Incégnitas Sistema de Ecuaciones
x = costo del kilo de café 6X+5y =56
7X+4y =58

Y = costo del kilo de té

Resolviendo el sistema de ecuaciones llegamos a la conclusion de que a Juan le cuesta el kilo de café a $6 y el
kilo de té a $4.

Secretaria de Educacion de Guanajuato
Pagina 42



Desarrollo de Habilidades Matematicas 2do Grado de Secundaria Cuadernillo de apoyo 2012

Situacidn 3:

Una compaiiia de aviacion tiene una flota de 55 aviones de los cuales hay 20 bimotores. Los restantes tienen
tres y cuatro motores. Si en toda la flota hay 170 motores. ¢ Cudntos aviones de tres motores hay? ¢Y cuantos
hay de cuatro motores?

Si definimos a t como el nimero de aviones con tres motores y a C como el nimero de aviones con cuatro
motores, entonces del problema planteado tenemos, que considerando que se tienen 20 aviones bimotores, la
compaiiia cuenta con 20+t+c=55 aviones; por otra parte, el nimero total de motores se obtiene
multiplicando por 2 al nUmero de aviones de dos motores, por 3 al nimero de aviones de tres motores y por 4 al
numero de aviones de cuatro motores, es decir, 2(20)+3t+4c =170 motores. Podemos resumir lo anterior de la

siguiente manera:

Incdgnitas Sistema de Ecuaciones
t = gviones con tres motores t+c=35
3t+4c =130

¢ = aviones con cuatro motores

Resolviendo el sistema de ecuaciones llegamos a la conclusidon de que la compaiiia de aviacién cuenta con 10
aviones de tres motores y 25 aviones de 4 motores.

Actividad - . . .
Para cada uno de los siguientes problemas plantea un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

incégnitas y encuentra la solucién.

1. En una biblioteca hay un total de 68 libros entre libros de Espafiol y Matematicas de nivel basico, si la cantidad de
libros de Espafiol es el triple que la cantidad de libros de Matematicas. ¢Cuantos libros de cada tipo hay en la
biblioteca?

2. En una zapateria hay una promocién de calzados. Por 2 pares de botas y tres pares de zapatillas se paga $3000. Si
el par de zapatillas vale $30 menos que el par de botas. ¢ Cudnto cuesta el par de zapatillas y el par de botas?

3. El precio de 3 borradores y 5 libretas es $360. Si la libreta cuesta el triple de lo que cuesta un borrador. ¢Cudl es el
precio de cada articulo?

4. Seva a pintar el muro de una escuela que tienen forma rectangular y se necesita saber su superficie para estimar
la cantidad de pintura que se ocupara. Si se sabe que el perimetro del muro mide 26 metros y que su base mide 7
metros mds que su altura. ¢Cual es el area del muro?

Ahora, reconsideremos el problema planteado en la introduccion:

En la figura se muestran dos nadadores que estdn ubicados en los lados opuestos de una piscina cuya longitud es 50
metros. Si salen simultdneamente uno hacia el otro, nadando con rapidez constante por carriles paralelos, el primero a 6
m/s y el otro a 4 m/s. éEn cudntos segundos y a qué distancia se cruzan los nadadores?

50 m

T —r
-
\ (e

==
=/

Lado a
q ope’
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En el problema observa que si ambos nadadores se cruzan al cabo de t segundos a una distancia de x metros
del lado a, mientras el primero ha recorrido x metros el segundo ha recorrido 50—x metros.

La velocidad es igual a la distancia recorrida sobre tiempo de recorrido, v=%—, para el primer nadador d =x, o

sea quev =¥, de lo anterior tenemos que X=Vt.

Como la velocidad del primer nadador es 6% entonces x=6t. Andlogamente, para el segundo nadador

d =50—x y obtenemos la ecuacién 50—x =4t .
De lo anterior se pueden escribir entonces las ecuaciones:

X =6t
50-x =4t

Y asi obtenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas. Resolviendo el sistema tenemos que

50— 6t = 4t (s
=50 y *=80)
t=5 x=30

Lo cual quiere decir que los nadadores se encuentra en un tiempo t=5s y a una distancia x=30m lado “a” de
la piscina.

Cierre: En este tema hemos hecho un repaso breve ecuaciones lineales con dos incégnitas y como se

7 conforma un sistema de dos ecuaciones de este tipo con dos incognitas. Asi mismo, se
presentaron los métodos de solucidén analitica de estos sistemas y se mostro su utilidad en el
planteamiento y solucién de algunos problemas de aplicacidn.

Aqui te presentamos un esquema que resume las formas en que se pueden resolver los sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas.

¢Como se resuelve un sistema de dos q\cuaciones lineales con dos incognitas?
| 1

Graficamente Analiticamente
Se representan las dos rectas en un mismo sistema Se usan métodos basados en manipulaciones
de coordenadas y se determinan, con la mayor precision algebraicas: igualacion, sustitucion o reduccion, que
posible, las coordenadas del punto de corte. Para esto permiten transformar las ecuaciones del sistema a una
se puede usar papel milimetrado o un software. ecuacion con una sola incégnita.

Puedes encontrar mas informacidn sobre este tema en los enlaces que te proporcionamos a continuacidn.

Para saber mas... . . . .
http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b05 t01 s

M ¥ } 01 descartes/TS 1 index.html

e

::%

http://www.telesecundaria.dgme.sep.gob.mx/interactivos/2 segundo/2 Matematicas/2m b05 t03 s

01 descartes/TS 1 index.html

http://www.yair.es/xms/algebra/sistemas/elementales/imagenes/elementales.swf
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Evaluacion:

Para finalizar el tema te pedimos que resuelvas la siguiente evaluacién.

Indicaciones: En cada uno de los siguientes reactivos, selecciona la opcién que corresponda a la
respuesta correcta de la situacién planteada.

1. Cudl de los siguientes problemas se resuelve con el
sistema de ecuaciones:

2X+2y =65
X =3y

A) ¢Cudl es el area de un rectangulo sabiendo que su
perimetro mide 65 cm y que su base es el triple de
su altura?

B) éCudl es el perimetro de un cuadrado si cada lado
equivale a un cuarto de su area y esta es igual a 65?

C) ¢Cual es el perimetro de un rectangulo sabiendo
que su largo es el doble de su ancho y que su drea es
igual a 65?

D) éCual es el area de un cuadrado sabiendo que cada
lado equivale a 2x—1y que su perimetro es igual a
657

2. Cual de los siguientes problemas se resuelve con el
sistema de ecuaciones

X =4y
X+y=70

A) Pancho es mayor que José por cuatro afios, la suma
de sus edades es 70 afios. Calcular las edades.

B) La edad de José es igual a cuatro veces la edad de
Pancho, la edad de pancho es igual a la edad de
José mas 70. Calcular las edades.

C) La edad de José es igual a cuatro veces la edad de
Pancho, la diferencia de sus edades es 70 afios.
Calcular las edades.

D) La edad de José es igual a cuatro veces la edad de
Pancho, la suma de sus edades es 70 afios. Calcular
las edades.

3. Lee el siguiente problema:

El perimetro de un rectangulo mide 36 cm y la
diferencia entre la base y la altura es de 8 cm. ¢Cual es
el sistema de ecuaciones que permite resolver el
problema?

=36 2 =36
A) X+Yy 0 X+Yy
X—y=8 X—y=8
X+y=36 D) 2x+2y =36
B) x-g X—y=8

4. El precio de 5 lapices y 7 boligrafos es $155. Si un
ldpiz cuesta $5 menos que un lapicero. ¢Cudl es el
precio de un l3piz?

A) 10
B) 12
C) 15
D) 16

5. El cajero de un cine sabe que en una sala hay 500
butacas ocupadas y que el total de dinero en caja por
las entradas a esa sala es de $13000 Si cada adulto
pagd $30 y cada nifio pagd S$S20 por su entrada.
¢Cudntos adultos y cuantos nifos hay en la sala?

A) 350 adultos y 150 nifios

B) 300 adultos y 200 nifios

C) 150 adultos y 350 nifios

D) 200 adultos y 300 nifios
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Anexo 1. Clave de respuestas correctas de las evaluaciones

TEMA 1 TEMA 4
No. A B C D No. A B C D
1 O O o O 1. O o O @)
2 o @) O @) 2. ® O @) @)
3 @) @) o O 3. O O [ @)
4 @) [ O @) 4, @) @) [ @)
5 O [ O @)
TEMA 2 TEMA 5
No. A B C D No. A B C D
1 @) [ O @) 1 O O [ O
2 @) [ O @) 2 O O [ O
3 @) @) o @) 3 O O [ @)
4 @) [ O @) 4 ® O O @)
5 @) @) O ® 5 O [ O @)
TEMA 3 TEMA 6
No. A B C D No. A B C D
1 ® O O @) 1 ® O O @)
2 O [ O @) 2 O O O [
3 O O o O 3 O O O [
4 O O @) o 4 [ O O O
5 O @) o @) 5 @) [ O @)
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HOJA DE RESPUESTAS

Nombre
Escuela
Grado
Grupo

Instrucciones:
Contesta las preguntas de la evaluaciéon de cada tema presentado, rellenando con lapiz el circulo que
corresponde a la respuesta correcta.

TEMA 1 TEMA 4
No. A B C D No. A B C D
1. ©) ©) ©) O 1. ©) ©) ©) ©)
2. ©) ©) ©) O 2. ©) ©) ©) @)
3. ©) ©) ©) O 3. ©) ©) ©) @)
4. ©) ©) ©) O 4. ©) ©) ©) @)
5. ©) ©) ©) @)

TEMA 2 TEMA 5
No. A B C D No. A B C D
1. ©) ©) ©) O 1 ©) ©) ©) @)
2. ©) ©) ©) O 2 ©) ©) ©) @)
3. ©) ©) ©) O 3 ©) ©) ©) @)
4. ©) ©) ©) O 4 ©) ©) ©) ©)
5. ©) ©) ©) O 5 ©) ©) ©) @)

TEMA 3 TEMA 6
No. A B C D No. A B C D
1. ©) ©) ©) O 1 ©) ©) ©) @)
2. ©) ©) ©) O 2 ©) ©) ©) ©)
3. O O @) O 3 @) @) @) ©)
4. ©) ©) ©) O 4 ©) ©) ©) O
5. ©) ©) ©) O 5 ©) ©) ©) O

@
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Anexo 2. Patrones para recortar y armar un prisma y una piramide pentagonal

"

\,
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